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L'Ouvrage que nous rééditons aujourd'hui est du petit 
nombre de ceux qui marquent une époque dans l'histoire 
de la science. C'est dans cet Opuscule que l'on trouve le 
premier germe de la vraie théorie des quantités dites ima- 
ginaires. Cette théorie, dont on fait généralement hon- 
neur au génie de Gauss, n'a été indiquée par ce grand 
géomètre que vingt-cinq ans après l'impression du travail 
d'Argand (*), et, dans l'intervalle, elle avait été plusieurs 
fois réinventée, tant en France qu'en Angleterre. Nous ne 
pouvons invoquer, à ce sujet, de témoignage plus pro- 
bant que celui d'un géomètre allemand, dont la science 
déplore la perte récente. 



( * ) Anzeige zur « Theoria residiiorum biquadraticorum, Coni- 
mentatio secunda, • i83i. (Gacss Werke, t. Il, p. 174*) 
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« Le premier », dit M. Hankel (*), «« qui ait enseigné la 
représentation des nombres imaginaires A -f- B / au moyen 
des points d'un plan et qui ait donné les règles de l'addi- 
lion et de la multiplication géométriques de ces nombres, 
c'est Argand, qui établit sa théorie dans une brochure, 
imprimée à Paris, en 1806, sous le titre de « Essai sur 
une manière de représenter les quantités imaginaires dans 
les constructions géométriques ». Toutefois cet écrit ne 
parvint à la connaissance du public qu'à la suite d'une 
Note insérée par J.-F. Français, dans les Annales de Ger- 
gonne, tome IV, i8i3-i8i4i page 61, et à l'occasion de 
laquelle Argand fit paraître deux articles dans le même 
Recueil (**). Dans ces articles, la théorie est traitée d'une 
manière si complète, que l'on n'a trouvé, depuis, rien de 
nouveau à y ajouter; et, à moins que l'on ne vienne à 
découvrir quelque autre travail plus ancien, c'est Argand 
que Ton doit regarder comme le véritable fondateur de la 
théorie des quantités complexes dans le plan. 

" ... On sait que Gauss, en i83i (***), a développé la 
même idée; mais, quelque grand que soit son mérite 



^*) Vorlesungen uber die complexen Zahlen und ihre FiinC' 
tionen, (Leipzig, 1867, p. 82.) 

(**) T. IV, p. i33, et t. V, p. 197. 

(***) OEuvres, t. II, p. 174. 
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comme introducteur de cette idée dans la science, fl n'en 
est pas moins impossible de lui en attribuer la priorité. » 

Comme on le voit par ce résumé fidèle de l'historique 
de cette question , l'Ouvrage d'Argand était resté à peu 
près complètement ignoré, n'ayant pas été mis dans le 
commerce (*), et n'ayant été distribué qu'à un petit nombre 
de personnes. Sept ans plus tard, Français, officier d'ar> 
tillerie à Metz, envoya au rédacteur des Annales i^*) un 
aperçu d'une théorie, dont il avait trouvé l'idée première 
dans une lettre adressée à son frère par Legendre, qui la 
tenait lui-même d'im autre auteur dont il ne donnait pas 
le nom. Cet article tomba sous les yeux d'Argand, qui 
adressa aussitôt à Gergonne une Note (^''*) dans laquelle il 
se faisait connaître comme l'auteur du travail cité dans la 
lettre de Legendre, et où il donnait en même temps un 
résumé assez complet de sa brochure de i8o6. 

Cette double publication donna lieu dans les Annales à 
une discussion à laquelle prirent part Français, Gergonne 
et Ser\'ois, et qui se termina par un remarquable article, 
dans lequel Argand expose d'une manière plus satisfai- 
sante divers points de sa théorie, notamment sa démon- 



(*) Voir p. 77 de ce Tolame. 
^**) Ihid., p. 63. 
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stration de la proposition fondamentale de la théorie des 
équations algébriques, démonstration la plus simple que 
l'on ait donnée jusqu'ici, et que Cauchy n'a fait que re- 
produire plus tard sous une forme purement analytique, 
mais moins saisissante. Ces divers articles formant un 
complément naturel de la brochure d'Argand, et se trou- 
vant dans un Recueil devenu extrêmement rare, nous les 
avons réunis dans un Appendice à la fin du volume. 

Malgré la publicité que l'insertion dans un journal 
scientifique aussi répandu aurait dû leur procurer, les 
idées d'Argand passèrent tout à fait inaperçues, et la 
preuve en est que, vingt- deux ans après l'impression de 
V Essaie quatorze ans après celle des articles des J finales, 
elles furent réinventées à la fois, par Warren, en Angle- 
terre, et par Mourey, en France, sans qu'aucun de ces 
deux auteurs semble avoir eu connaissance des travaux 
du premier inventeur. Ils ne parvinrent pas eux-mêmes à 
fixer l'attention des géomètres, bien que les recherches de 
IMourey eussent été résumées dans les Leçons d'Algèbre 
de Lefébure de Fourcy, et que Warren eût publié dans 
les Philosophical Transactions deux articles faisant suite 
il son premier Ouvrage. C'est seulement après que Gauss 
eut parlé que l'on commença, en Allemagne, à prendre 
ces idées en considération. Elles devinrent bientôt fami- 
lières aux géomètres anglais, et furent le point de départ 
de la théorie des quaternions d'Hamilton, tandis que,. en 



— IX — 

Italie, M. Bellavitis les retrouvait de son côté, et fondait 
sur leur développement sa méthode des équipollences. En 
France, on continua à refaire le travail d'Argand , sans 
y rien ajouter d'essentiel, jusqu'au jour où Cauchy 
adopta cette théorie, et l'exposa dans ses Exercices d'Ana^ 
lyse et de Physique mathématique (*), avec des indica- 
tions historiques complètes, en rendant pleine justice au 
mérite d'Argand. 

Le livre du modeste savant genevois contient le germe 
de plusieurs suites de recherches, dont les unes ont éclairé 
d'un jour inattendu les mystères qui régnaient depuis 
si longtemps sur la véritable nature des quantités néga- 
tives et des quantités imaginaires, et ont introduit une 
grande lumière dans la théorie des fonctions, en la rendant 
susceptible d'une représentation sensible aux yeux; les 
autres, moins importantes jusqu'ici, mais auxquelles 
l'avenir réserve peut-être un grand rôle, ont eu pour ré- 
sultat la création de nouvelles méthodes de Géométrie 
analytique, parmi lesquelles il sufiRra de citer celles de 
Mobius, de Bellavitis, de Hamilton, de Grassmann. 

Longtemps les analystes, dans l'impossibilité d'écarter 
la présence continuelle des quantités négatives ou imagi- 
naires dans les résultats du calcul, et de se passer des ser- 



(*) T. IV, p. 15;. 
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vices essentiels que T usage de ces symboles pouvait leur 
rendre, se résignèrent à les employer, sans se rendre un 
compte exact de leur nature, en les considérant comme 
des signes d'opérations qui n'avaient aucun sens par eux- 
mêmes, mais qui, soumis à certaines règles, conduisaient 
par une voie courte et sûre, mais obscure et mystérieuse, 
aux résultats que Ton n'aurait pu atteindre, par le seul em- 
ploi des quantités proprement dites, sans se condamner 
à de longs et pénibles détours, et sans multiplier à l'infini 
le nombre des cas particuliers à discuter. 

On finit par s'apercevoir (*) que l'impossibilité des 
quantités négatives n'est qu'apparente, en général, et 
qu'elle tient à ce que l'on a voulu introduire une généra- 
lisation de l'idée de quantité, sans modifier en même 
temps les définitions des opérations analytiques qui s'y 
rapportent. 

On aurait pu, en remontant aux éléments de l'Arithmé- 
tiqae, rencontrerun cas tout à fait analogue, où personne 
n'a pourtant songé à trouver de difficultés. L'opération 
de la division ne peut, le plus souvent, s'effectuer exacte- 
ment, tant que l'on n'a que des nombres entiers à sa dis- 
position. Si l'on introduit le partage de l'unité en fractions 
égales, la division devient possible dans tous les cas, et le 



(*) Voir plus loin, p. 4. 
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résultat se présente sous la forme d'une expression corn- 
plejce, contenant deux nombres, dont Tun indique une 
multiplication, l'autre ime division. De là naît une nou- 
velle classe de quantités, les fractions, sur lesquelles on 
effectue des opérations portant les mêmes noms que les 
opérations relatives aux nombres entiers et qu'elles com- 
prennent comme cas particuliers. Mais on a toujours eu 
soin de modiiier en conséquence les définitions de la mul- 
tiplication et de la division, pour les rendre applicables 
aux nouvelles quantités. 

C'est en agissant d'une manière analogue pour l'addi- 
tion et la soustraction que l'on peut se faire une idée 
nette des quantités négatives. Tant qu'il n'est question que 
de la détermination d'une grandeur, la soustraction a — b 
devient impossible et absurde, si ^ est plus grand que a. 
Mais si, au lieu d'une série de grandeurs, croissant dans 
un sens unique et déterminé à partir de zéro, on est en 
présence d'une série d'objets , se continuant indéfiniment 
dans deux sen*! opposés, et si l'on appelle addition l'opé- 
ration qui consiste à marcher d'une certaine quantité dans 
un sens convenu, soustraction l'opération inverse qui 
consiste à marcher dans le sens opposé, les opérations 
ainsi définies seront toujours exécutables, et leurs résul- 
tats seront aussi réels que ceux de l'addition arithmétique. 

Pour représenter simplement ces résultats, on est con- 
duit à incorporer, dans le symbole qui désigne une 
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quantité, le signe indiquant dans quel sens cette quantité 
doit être portée. Telle est la vraie signification des quan- 
tités négatives. 

On peut encore pousser plus loin cette extension de 
ridée de la quantité et des définitions des opérations rela- 
tives à cette quantité. Mais, pour la clarté de l'exposition, 
il devient ici presque inmspensable d'employer pour la 
représentation des objets la notation géométrique, la plus 
complète et la plus lumineuse de toutes, dans les limites 
où elle est applicable. Supposons que les objets à déter- 
miner soient soumis à une double cause de variation , et 
dépendent de deux grandeurs pouvant être représentées 
par les deux coordonnées de nature quelconque qui fixent 
chaque point d'un plan. L'opération de l'extraction de la 
racine carrée, par exemple, définie précédemment dans le 
cas où une seule coordonnée varie, n'était possible que 
dans le cas où la quantité soumise à cette ope ration appar- 
tenait à la même région que la quantité qui représente 
l'unité positive. Tant que y/a a dû correspondre à la 
construction d'une moyenne proportionnelle entre a et -f- i , 
y/ — 6' n'a pu être que l'indication d'une opération inexé- 
cutable, et aucun point du lieu correspondant à la varia- 
tion d'une seule coordonnée ne peut représenter ce résultat. 

Mais il en est autrement si l'on fait varier les deux 
coordonnées à la fois, en ne s'astreignant plus à rester sur 
une ligne donnée, et si l'on modifie la définition de 
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l'extraction de la racine carrée. Alors les quantités que 
Ton considère ne dépendent plus à^une seule grandeur, 
mais de deux, et méritent pour cette raison le nom de 
quantités complexes. Une opération exécutée sur une pa- 
reille quantité affecte à la fois les deux grandeurs dont 
celle-ci est formée, absolument comme les opérations exé- 
cutées sur une fraction ordinaire affectent les deux termes 
de la fraction. Grâce à l'introduction simultanée des nou- 
velles quantités et des nouvelles définitions d'opérations, 
V^ — b^ n'indique plus une opération impossible, et le nom 
èi imaginaire ne convient plus à un tel résultat, pas plus 
qu'il ne convenait aux fractions et aux quantités négatives. 

Telle est la conséquence fondamentale qui ressort im- 
médiatement de la conception d'Argand. Les symboles de 
la forme a-\-h ^ — i , auxquels on avait réussi à rame- 
ner les résultats de toutes les opérations analytiques, 
n'offrent plus rien d'impossible ni d'incompréhensible ; ce 
sont des systèmes de deux nombres a, b, qui se com- 
binent entre eux de la même manière que les systèmes des 
deux coordonnées de chaque point d'un plan. 

Dès lors, les beaux résultats, que Cauchy devait décou- 
vrir par des prodiges de puissance analytique, allaient se 
traduire par des constructions géométriques parlant aux 
yeux, et la discussion des formules devenait un problème 
simple delà Géométrie de situation, dont Riemann a plus 
tard complété la solution. 



La théorie des quantités complexes, qui, par les décou- 
vertes de Cauchy, était devenue la base de la théorie des 
fonctions, venait en même temps d'acquérir un nouveau 
degré d'évidence, qui la mettait au-dessus de toutes les 
objections et de tous les doutes, auxquels jusque-là elle 
avait été sujette. 

Tels sont les éminents services que la découverte d'Ar- 
gand a rendus à l'Analyse et à la Philosophie mathéma- 
tique. 

Mais la Géométrie aussi a profité, comme l'Analyse, 
bien qu'à un moindre degré, de ^introduction de ces con- 
ceptions fondées sur la découverte d'un nouveau lien 
entre ces deux branches de la science. On trouve dans 
rOuvrage d'Argand les premiers essais d'une méthode 
très-générale de Géométrie analytique pour les figures 
planes, que M. Bellavitis a développée plus tard avec un 
si grand succès, et qui permet de traiter par des procédés 
uniformes les questions de Géométrie élémentaire et les 
parties les plus élevées de la théorie des courbes. Cette 
méthode a Tavantage d'introduire dans les calculs les 
points eux-mêmes, au lieu de leurs coordonnées, et de per- 
mettre ainsi de choisir, au dernier moment, le système de 
coordonnées qui se présente comme le plus avantageux. 

Argand a été moins heureux dans les tentatives qu'il a 
faites pour étendre sa méthode de représentation des 
points à l'espace à trois dimensions. Cette question offre. 
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en effet, des difficultés bien plus grandes que celles qu'il 
venait de résoudre, et c'est seulement trente ans plus tard 
que Hamilton est parvenu à les surmonter. 

Nous aurions vivement désii'ë de pouvoir donner à nos 
lecteurs quelques renseignements sur la personne de l'au- 
teur de cet important Opuscule. Nous nous sommes 
adresse, pour en obtenir, au savant le plus verse dans 
l'histoire scientifique de la Suisse, à M. R. Wolf, à qui 
l'on doit un Recueil de Biographies aussi remarquable 
par la profonde érudition que par l'attrait du récit. 
M. Wolf a eu l'obligeance de faire faire aussitôt des re- 
cherches à Genève, ville natale d'Argand. Malheureuse- 
ment les informations qu*il a pu se procurer, par Tintermé- 
diaire de M. le professeur Alfred Gautier, se réduisent à 
quelques lignes, que nous transcrivons ici : 

'< J'ai bien trouvé Finscription de la naissance, le 
22 juillet 1768, de Jean-Robe&tArgand, fils de Jacques 
Argand et de Eve Canac. C'est très-probablement l'auteur 
du Mémoire de Mathématiques en question. D'après ce 
qui m'a été dît par une personne qui connaissait sa fa- 
mille, ce monsieur a été longtemps teneur de livres à 
Paris, et je présume que c'est là qu'il est mort. Il n'était 
point proche parent d'Aimé Argand (i^, et peut-être 



{*) Ami et collaborateur des Montgolfier, inventeur de la 
lampe qui porte son nom (i755-i8o3}. 
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n'était- il pas de la même famille. Il a eu un fils, qui a 
aussi habité Paris. » 

Depuis, M. Wolf a appris qu'Argand avait eu aussi une 
fille, nommée Jeanne-Françoise-Dorothëe-Marie-Élisabeth, 
mariée à Félix Bousquet, avec qui elle était allée s'établir à 
Stuttgart, où Bousquet avait obtenu un petit emploi. Si nous 
ajoutons à cela qu'Argand demeurait, vers i8i3, à Paris, 
rue de Gentilly, n" 12, comme l'indique une note de sa 
main, inscrite sur le titre de l'exemplaire adressé par lui à 
Gergonne, nous aurons épuisé tout ce qu'il nous a été 
donné de recueillir sur la vie de cet inventeur, dont la mo- 
deste existence restera ignorée, mais dont les services 
scientifiques ont été, par Hamilton et par Cauchy, pro- 
clamés dignes de la reconnaissance de la postérité. 

J. HOUEL. 
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(*) 1. Des arcs de cercle, en nombre iDflni, de même longueur, mais 
de différents rayons, situés dans un même plan, touchant d'un môme 
côté, par lenr milieu, une môme droite en un même point , déterminer 
l'équation de la courbe qui contient les extrémités de ces arcs. 

S. Des calottes sphériqoes, en nombre infini , de même surface, mais 
de différents rayons, tonchant d*nn môme côté, par leur pôle, on même 
plan en un même point , déterminer Véquation de la surface qui con- 
tient les circonférences de ces calotte». 
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le nombre de? centres est 2/1 + 1» étant données^ construire la 
demi-anse, dont par conséquent le nombre des centres sera /z-+- 1, 
avec la condition que tous les arcs de cette demi-anse soient 
semblables, el que leurs rayons forment une progression géomé- 
trique. — Faii e une application de la solution générale au cas 
particulier où ti = 2, et où, par conséquent, chacun des arcs de 
la demi-anse serait de 3o degrés. (T. lY, p. sSô-aSg.) 
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de division, les numéros i, 2, 3,..., N — i, N. Soient joints en- 
suite par des cordes le point i au point 2, celui-ci au point 3, le 
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uns des autres que par leur situation. On propose de déterminer, 
en général , quel sera le nombre des polygones réellement diffé- 
rents. (T. V, p. 189-196) (*). 



[* ) Note du Rédacteur. Le Rédacteur des Annales a reçu de M. Ar- 
gand un beau Mémoire d'Analyse indéterminée, contenunt la solution 
du difficile problème de la page Sol du Ille volume de ce Recueil. Ce 
Mémoire étant trop étendu pour pouvoir paraître de suite, Tauteur, à 
la prière du Rédacteur, a bien voulu en faire un extrait, présentant 
le procédé pratique dégagé de tout raisornement, extrait très-propre 
à aider à l'intelligence du Mémoire, lorsqu'il paraîtra : c'est cet extrait 
que l'on va mettre sous les yeux du lecteur. On doit espérer qae 
l'exemple de M. Argand encouragera quelques géomètres à aborder 
d'autres questions proposées dans les Annales, et demeurées jusqu'ici 
sans solution. 
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1 . Soit a une grandeur prise à volontë. Si à cette gran- 
deur on en ajoute une seconde qui lui soit égale, pour 
ne former qu'un seul tout, on aura une nouvelle gran- 
deur, qui sera exprimée par 2â. Faisant sur cette dernière 
grandeur une pareille opération, le résultat sera exprimé 
par 3 a, et ainsi de suite. On obtiendra ainsi une suite de 

grandeurs 

a, 7.a, 3r/, 4^1 • • • 9 

dont chaque terme naît du précédent , par une opération 
qui est la même pour tous les termes, et qui peut être 
répétée indéfiniment. 
Considérons cette même suite à rebours, savoir : 

• • •« 4^f ^^) ^^) ^* 

On peut encore concevoir, dans cette nouvelle suite, 

chaque terme comme déduit du précédent , par une opé- 
Argemd» i 
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ration inverse de celle qui sert à la formation de la pre- 
mière suite; mais il existe une différence notable entre 
les deux suites : la première peut être poussée aussi loin 
qu*on voudra ; il n'en est pas de même de la seconde. 
Après le terme a, on trouvera le terme o; mais, pour 
aller plus loin, il faut que la nature de la grandeur a soit 
telle, qu'on puisse opérer à Fégard de o comme on l'a fait 
à regard des termes . . . , ^a, 3a, aa, a. Or c'est ce qui 
n'est pas toujours possible. 

Si a, par exemple, désigne un poids matériel , comme 
le gramme, la suite des quantités , . ,, ^a, 3a, 2.a, a, o 
ne peut être continuée au delà de o; car on ôte bien 
I gramme de 3, de 2 ou de i gramme, mais on ne sau- 
rait l'ôter de o. Ainsi les termes qui devraient suivre o 
ne peuvent avoir d'existence que dans l'imagination ; ils 
peuvent , par cela même, être appelés imaginaires. 

Mais, au lieu d'une suite de poids matériels, considé- 
rons les divers degrés de pesanteur qui agissent sur le 
bassin A d'une balance qui contient des poids dans ses 
deux bassins, et supposons, pour donner plus d'appui à 
nos idées, que les mouvements des bras de cette balance 
soient proportionnels aux poids ajoutés ou retranchés, 
effet qui aurait lieu, par exemple, au moyen d'un ressort 
adapté à Taxe. Si l'addition du poids n dans le bassin A 
fait varier de la quantité n' l'extrémité du bras A, l'addi- 
tion des poids 2/2, 3/z, 4^f • • • occasionnera, sur cette 
même extrémité, des variations a/z', 3/i', ^n'^, . . , et ces 
variations pourront être prises pour mesure de la pesan- 
teur agissant sur le bassin A : cette pesanteur est o pour 
le cas d'égalité entre les deux bassins. On pourra, en 
ajoutant dans le bassin A des poids /z, 2/?, 3/2, ... , ob- 
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tenir les pesanteurs n\ 2/1', 3/i', . . ., 0U| en partant de 
la pesanteur B/i', obtenir, en retranchant des poids, les 
pesanteurs 2/z', n\ o. Mais ces divers degrés peuvent 
être produits non-seulement en enlevant des poids au 
bassm A 9 mais aussi en en ajoutant au bassin B. Or 
l'addition de poids sur le bassin B peut être répétée 
indéfiniment ; ainsi , en la continuant, on formera de nou- 
veaux degrés de pesanteur exprimés par — /i', — 2/1', 
— 3/i', . . . , et ces termes, appelés négatif Sy exprimeront 
des quantités aussi réelles que les termes positifs. On voit 
donc aussi que, si deux termes, de signes différents, ont 
le même nombre pour coefficient, comme 3/i', — 3/ï', 
ils exprimeront deux états du levier tels, que l'extrémité 
qui marque les degrés de pesanteur sera, dans l'un et 
dans l'autre, également éloignée du point o. On peut con- 
sidérer cet éloignement en faisant abstraction du sens dans 
lequel il a lieu, et lui donner alors le nom à^ absolu. 

Considérons encore dans une autre espèce de gran- 
deurs la génération des quantités négatives. Si, pour comp- 
ter une somme d'argent, on adopte pour unité le franc 
matériel, on pourra opérer des diminutions successives 
sur cette somme, et la réduire à zéro par la soustraction 
d'un certain nombre de francs. Arrivé à ce terme, on 
voit que la soustraction cesse d'être praticable, et que, 
par conséquent, — i franc, — 2 francs,... sont des 
quantités imaginaires. 

Prenons maintenant le franc de compte pour unité , à 
dessein d'évaluer la fortune d'un individu, laquelle se 
compose de valeurs actives et de valeurs passives. Ce que 
nous appelons diminution daLUS cette fortune pourra avoir 
lieu soit par le retranchement d'un nombre de francs à 
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l'actif, soit par l'addition d'un nombre de francs au passif, 
et, en poussant à un certain terme cette diminution par 
l'un de ces deux moyens, on parviendra à une fortune 
négative, telle que — loo francs, — 200 francs, .... Ces 
expressions signifieront que le nombre de francs des va- 
leurs passives, considéré abstraitement, est plus grand 
de 100, de 200,. . . que celui des valeurs actives. Ainsi 
— 100 francs, — 200 francs, . . . , qui n'exprimaient dans 
le premier cas que des quantités imaginaires, repré- 
sentent ici des quantités aussi réelles que celles que dé- 
signent les expressions positives. 

2. Ces notions sont très-élémentaires; néanmoins il 
n'est pas si aisé qu'il pourrait le paraître d'abord de h:s. 
étiiblir d'une manière bien lumineuse, et d'y donner cette 
généralité que demande leur application aux calculs. On 
ne peut d'ailleurs douter de la dilQBculté du sujet , si l'on 
réfléchit que les sciences exactes avaient été cultivées pen- 
dant un grand nombre de siècles, et qu'elles avaient fait 
de très-grands progrès avant qu'on eût acquis les véri- 
tables notions des quantités négatives, et qu'on eût conçu 
la manière générale de les employer. 

Au reste, on ne s'est nullement proposé de donner ici 
des principes plus rigoureux ou plus évidents que ceux, 
qu'on trouve dans les Ouvrages qui traitent ce sujet ; on 
a eu simplement pour but de faire deux remarques sur 
les quantités négatives. La première est que, selon l'es- 
pèce de grandeurs à laquelle on applique la numération^ 
la quantité négative est réelle ou imaginaire C*^); la se- 

C) Lo sens dans lequel on prend ces mots est suffisamment 



i - 
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conde est que, deux quantités d'une espèce susceptible 
de fournir des valeurs négatives ëtant comparées entre 
elles, l'idée de leur rapport est complexe. Elle comprend : 
I" ridée du rapport numérique dé|)endant de leurs gran- 
deurs respectives considérées absolument; 2° l'idée du 
rapport des directions ou sens amxqaeh elles appartiennent, 
rapport qui en est l'identité ou l'opposition. 

3. Maintenant, si, faisant abstraction du rapport des 
grandeurs absolues, on considère les différents cas que 
peut présenter le rapport des directions, on trouvera 
tpi'ils se réduisent à ceux qu'offrent les deux proportions 
suivantes : 

-{- 1 : — I : : — I : -h I . 

L'inspection de ces proportions et de celles qu'on for- 
merait par le renversement des termes montre que les 
termes moyens sont de signes semblables ou différents, 
suivant que les extrêmes sont eux-mêmes de signes sem- 
blables ou différents. 

Qu'on se propose actuellement de déterminer la moyenne 
proportionnelle géométrique entre deux quantités de signes 



déterminé par ce qui précède : rcxtension qu'on donne ici à 
leur signification ordinaire paraît permise, et d'ailleurs n'est 
pas absolument nouvelle. Ce qu'on appelle, en Optique, foyer 
imaginaire, par opposition au foyer réel, est le point de ren- 
contre de rayons qui n'ont pas une existence physique, et qui 
peuvent, en quelque sorte, être considérés comme des rayons 
négatifs. 
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différents, c'est-à-dire la quantité x qui satisfait à la pro- 
portion 

4-1 : ^x\\ + x : — I . 

On est arrêté ici comme on Ta été en voulant continuer 
au delà de o la progression arithmétique décroissante, 
car on ne peut égaler x à aucun nombre positif ou né- 
gatif; mais, puisqu'on a trouvé plus haut que la quantité 
négative, imaginaire lorsque la numération était appli- 
quée à de certaines espèces de grandeurs, devenait réelle 
lorsque Ton combinait d'une certaine manière l'idée de 
grandeur absolue avec l'idée de direction^ ne serait-il pas 
possible d'obtenir le même succès relativement à la quan- 
tité dont il s'agit, quantité réputée imaginaire par l'im- 
possibilité où Ton est de lui assigner une place dans 
l'échelle des quantités positives ou négatives? 

En y réfléchissant, il a paru qu'on parviendrait à ce 
but si l'on pouvait trouver un genre de grandeurs au- 
quel pût s'allier Pidée de direction, de manière que, étant 
adoptées deux directions opposées, l'une pour les valeurs 
positives, l'autre pour les valeurs négatives, il en existât 
une troisième telle, que la direction positive fût à celle 
dont il s'agit comme celle-ci est à la direction négative. 

4. Or, si Ton prend un point fixe R (yf^. i) et qu'on 
adopte pour unité positive la ligne KA considérée comme 
ayant sa direction de K en A, ce qu'on pourra désigner 

par KA, pour distinguer cette quantité de la ligne KA 
dans laquelle on ne considère ici que la grandeur absolue, 

l'unité négative sera Kl , le trait supérieur ayant la même 

destination que celui qui est placé sur KA , et la condi- 



tiiin & laquelle il s'agit de satisfaire sera remplie par 1.1 
ligne KE, perpendiculaire aux précédentes et considérée 




comme ayant sa direction de K. en E, et qu'on exprimera 
paiement par KË. En efTet, la direction de KA est, à 
l'égai'd de la directinn de KE, ce que cette dernière est à 
l'égard de la direction de Kl. De plus, on voit que cette 
même condition est aussi bien remplie par Kfl que 
par KE, ces deux dernières quantités étant entre elles 
comme +1 et — i.ainàque cela doit être. Elles sont donc 
ce qu'on exprime ordinairement par -1-^— 1, — y'— i. 

Par une marche analngue, on pourra insérer de nou- 
velles moyennes proportionnelles entre les quantités dont 
il vient d'être question. En elTel, pour construire la 
moyenne proportionnelle entre KA et KE, il faudra tirer 
h ligne CKL qui divise l'angle AKE en deux parties égales, 
et la moyenne cherchée sera KC ou KL. La ligne GKP 
donnera également les moyennes entre KE et Kl ou entre 
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KA et KN. On obtiendra de même les quantités KB, KD« 

KF, KÎÏ, KJ, KM, KO, KQ pour moyennes entre KA 

et KG, KG et KE, . . . , et ainsi de suite. On pourra pa- 
reillement insérer un plus grand nombre de moyennes 
proportionnelles entre deux quantités données, et le 
nombre des constructions qui pourront résoudre la ques- 
tion sera égal au nombre des rapports que présente la 
progression cherchée. S'il s'agit, par exemple, de con- 
struire deux moyennes, KP, KQ, entre KA et KB, ce 
qui doit donner lieu aux trois rapports 



KA : KP :: KP : KQ :: KQ : kb, 



il faut qu'on ait 



angle AKP = angle PKQ =r angle QKB , 

le trait supérieur indiquant que ces angles sont en posi- 
tion homologue sur les bases AK, PK, QK. Or on peut y 



Fîg. a. 





parvenir de trois manières, savoir, en divisant en trois 
parties égales : i® l'angle AKB; tP l'angle AKB, plus une 
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circonférence ; 3° Tangle AKB, plus deux circonférences , 




ce qui donnera les trois constructions représentées par 
les Jig, 2, 2 bis, 2 ter (*). 

5. Observons maintenant que, pour l'existence des 
relations qui viennent d'être établies entre les quan- 
tités KA , KB , KG , . . . , il n'est pas nécessaire que le dé- 
part de la direction, qm. constitue une partie de Fessence 
de ces quantités, soit fixé à un point unique K ; mais que 



(*) Le principe sur lequel se fondent ces constructions, énoncé 
d'une manière générale, consiste en ce que le rapport de deux 

rayons KP, KQ, faisant entre eux un angle QKP, dépend de cet 
an^le, lorsque Ton considère ces rayons comme tirés dans une 
certaine direction, et que ce rapport est le même que celui de 

deux autres rayons KR, KS, faisant entre eux le même angle; 
mais, quoique ce principe soit, en quelque manière, une exten- 
sion de celui sur lequel on établit le rapport géométrique entre 
une ligne positive et une ligne négative, on ne le présente ici 
que comme une hypothèse, dont il restera à établir la l^itimité, 
et dont, jusque-là, les conséquences devront être confirmées par 
une autre voie. 
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ces relations ont également lieu, si Ton suppose que 

chaque expression, comme KA, désigne en général une 
grandeur égale à KA, et prise dans la même direction, 

comme K'A', R"A", K?^, BK, . . . (fig. 3). 

Fig. 3. 



K' A' 

1 1 



I — 



hA'' 



^ 1 



B ^" K M" A 



En effet , en suivant , à l'égard de cette nouvelle espèce 
de grandeurs, les raisonnements qui ont été faits plus 

haut, on verra que, si KA, K'A', K"A",. . . sont des 

unités positives, AK, A'K', A"K"',. . . seront des unités 
négatives ; que la moyenne proportionnelle entre H- i 
et — I pourra être exprimée par une ligne quelconque, 
égale aux précédentes, perpendiculaire à leur direction, 
et qu'on pourra prendre à volonté dans l'un de ses deux 
sens, et ainsi de suite. On peut, pour aider les idées à se 
fixer, considérer un cas particulier, comme, par exemple, 

si Ton désigne par KA une force déterminée prise pour 
unité, et dont l'action s'exerce sur tous les points possibles, 
parallèlement à KA et dans le sens de K à A, cette unité 
pourra être exprimée par une ligne parallèle à KA, prise 
à partir d'un point quelconque. L'unité négative sera 
une force égale en action, et dont l'effet a lieu parallèle- 
ment à la même ligne, mais dans le sens de A à K, et 
pourra pareillement être exprimée par une ligne partant 
d'un point quelconque , laquelle sera prise en sens con- 
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traire de la précédente. Or il suffit que les qualités de 
positives et de négatives, que nous attribuons aux gran- 
deurs d'une certaine espèce, dépendent de directions op- 
posées entre lesquelles il en existe une moyenne, pour 
qu'on puisse y appliquer les idées développées ci-devant 
à l'égard des rayons partant d'un centre unique, et con- 
cevoir, entre toutes les lignes qui représentèrent une telle 
espèce de grandeurs, les mêmes relations qu'ont offertes 
ces rayons. 

6. En conséquence de ces réflexions, on pourra géné- 
raliser le sens des expressions de la forme AB, CD, KP, . . ., 
et toute expression pareille désignera, par la suite, une 
ligne d'une certaine longueur, parallèle à une certaine 
direction, prise dans un sens déterminé entre les deux 
sens opposés que présente cette direction, et dont l'ori- 
gine est à un point quelconque, ces lignes pouvant elles- 
mêmes être l'expression de grandeurs d'une autre espèce. 

Gomme elles doivent être le sujet des recherches qui vont 
suivre, il est à propos de leur appliquer une dénomina- 
tion particulière. On les appellera lignes en direction ou, 
plus simplement, lignes dirigées. Elles seront ainsi dis- 
tinguées des lignes absolues, dans lesquelles on ne con- 
sidère que la longueur, sans aucim égard à la direction (*). 



{*) L'expression de lignes en direction n'est qu'une abréviation 
de cette phrase : lignes considérées comme appartenant à une cer~ 
taine direction. Cette remarque indique qu'on ne prétend point 
fonder de nouvelles dénominations, mais qu'on emploie cette 
façon de s'exprimer soit pour éviter la confusion, soit pour abré- 
£[er le discours. 
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7. En rapportant aux dénominations d'usage les di- 
verses espèces de lignes en direction qui s'engendrent 

d'une unitë primitive KA, on voit que toute ligne pa- 
rallèle à la direction primitive est exprimée par un 
nombre réel , que celles qui lui sont perpendiculaires sont 
exprimées par des nombres imaginaires ou de la forme 

dz a >J — I , et, enfin, que celles qui sont tracées dans une 
direction autre que les deux précédentes appartiennent 

à la forme ±a±h \j — i , qui se compose d'une partie 
réelle et d'une partie imaginaire. 

Mais ces lignes sont des quantités tout aussi réelles que 
Tunité primitive; elles en dérivent par la combinaison de 
ridée de la direction avec l'idée de la grandeur, et elles 
sont, à cet égard, ce qu'est la ligne négative, qui n'est 
nullement regardée comme imaginaire. Les noms de réel 
et ^imaginaire ne s'accordent donc pas avec les notions 
<|ui viennent d'être exposées. Il est superflu d'observer 
que ceux d* impossible et d'absurde, qu'on rencontre quel- 
quefois, y sont encore plus contraires. On peut d'ailleurs 
s'étonner de voir ces termes employés dans les sciences 
exactes autrement que pour qualifier ce qui est contraire 
àlavérité(*). 

Une quantité absurde serait celle dont l'existence en- 



(*) Il y a eu une époque où, conduits par la force de la vérité 
à admettre, dans les quantités abstraites, des valeurs négatives, les 
{réomètres, ayant apparemment quelque difficulté à imaginer 
que moins que rien pût être quelque chose, donnèrent le nom de 
fausses aux valeurs dont il s'agit. Ce mot cessa d'être employé 
dans le sens qu'on y avait attaché, lorsqu'on eut rectiûé les pre- 
mières idées qui avaient donné lieu à cette dénomination vicieuf e. 
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traînerait la vërité d*une proposition fausse : telle serait , 
par exemple, la quantité x qui satisferait à la fois aux 
deux équations ;r m 2, x = 3, d'où s'ensuivrait 2 = 3. 
En admettant une pareille quantité dans le calcul, on ar- 
riverait à des conséquences aussi contradictoires que 
réquation 2 = 3; mais les résultats obtenus par l'emploi 
des quantités dites imaginaires sont en tout conformes à 
ceux qu'on déduit des raisonnements dans lesquels on ne 
fait usage que de quantités réelles. On pouvait donc pres- 
sentir un vice dans les dénominations qui plaçaient dans 
la même classe les quantités vraiment absurdes et les 
racines d'ordre pair des quantités négatives, et c'est le 
sentiment secret de cette inconvenance qui a été le pre- 
mier germe des idées qm. reçoivent leur développement 
dans cet Essai (*), Nous sommes donc conduits à em- 
ployer d'autres dénominations. 

Observons que, quoiqu'il existe une infinité d'espèces 
différentes de lignes dérivées de l'unité primitive, on ra- 
mène, dans la pratique du calcul, et par les moyens dont 
nous nous occuperons bientôt, toutes les lignes en di- 
rection aux espèces KA, KG, KB, KD. KA est l'unité 

primitive ou positive; KG est l'unité négative; KB et KD 
sont les unités moyennes [fig- 4)- 

De plus il convient d'embrasser sous un même nom 
les espèces opposées, positives et négatives réciproques. 
La réunion de deux espèces ainsi relatives formera un 



(*) Il est presque superflu d'observer qu'on ne parle ici que 
de la confusion qui existe dans les mots, et qu'on ne dit point 
que cette confusion soit aussi dans les idées. 
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ordre» Nous appellerons ordre prime celui que composent 
l'espèce primitive KA et sa négative KG, et ordre mé- 




diane celui qui contient les espèces moyennes KB et KD. 
Nous dirons aussi quantité prime , quantité médiane, 
pour quantité de l'ordre prime, de l'ordre médiane. Ces 
dénominations sont tirées de la génération de ces quan* 
tités et de la manière dont nous en concevons l'existence. 
On pouiTa donner le nom général d*iniermédianes à 
toutes les autres, qu'il n'est pas nécessaire de désigner 
particulièrement (*). 



(*) Il a été remarqué plus haut que les rapports qu'on dit 
exister entre les lignes, en vertu des directions auxquelles elles 
appartiennent, ne peuvent être regardés, quant à présent, que 
comme hypothétiques. On est donc fort éloigné de prétendre que 
les dénominations proposées dan s cet article soient propres à rem- 
placer celles que Tusage a consacrées ; si on les emploie ici, c'est 
qu'en général il convieut d'éviter de se servir de termes dont la 
signification propre soit contradictoire avec les idées qu'on veut 
exprimer, même lorsqu'il s'agit de supposition. 
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8. On pourrait aussi, d*après les idées qui précèdent, 
modifier l'expression des quantités dites imaginaires, de 
manière à donner plus de simplicité à cette partie de la 
notation. 

Lorsqu'on écrit -t- a ^—i ou — a ^ — i, on indique 

explicitement la génération de la quantité v^ — i , ce qui 
peut être bon dans certains cas; mais, pour Tordinaire, 

on fait abstraction de cette génération, et ^ — i n*est 
autre chose que l'espèce particulière d^unité à laquelle 
s'applique le nombre a, U n*est donc pas essentiellement 
nécessaire de rappeler aux yeux cette génération. D'ail- 
leurs l'expression a ^ — i pré^nte ^ — i comme un fac- 
teur qui multiplie a; mais, au fond, ^ — i, dans a^ — i, 
n'est pas plus un facteur que ■+■ i dans -h a ou — i 
dans — a. Or on n'écrit pas -t- i . a, — i ,a^ mais sim- 
plement -t- a, — «, et le signe qvà précède a indique lui- 
même quelle espèce d'unité exprime ce nombre. On peut 
donc employer un moyen semblable relativement aux 
quantités imaginaires , en écrivant , par exemple, ^ a 

et + a, au lieu de -t- a ^ — i , — a ^ — i , les signes -^ 
et + étant positifs et négatifs réciproques. 

Pour la multiplication de ces signes, on observera que, 
multipliés par eux-mêmes, ils donnent — , et que, par 
conséquent, muldpliés l'un par l'autre, ils donnent +. 
On peut, d'ailleurs, établir une règle unique pour tous les 
signes, qui s'étend à un nombre quelconque de facteurs. 

Qu'on affecte la valeur 2 à chacun des traits droits, 
soit perpendiculaires , soit horizontaux , qui entrent dans 
les signes à multiplier, et la valeur i à chacun des traits 
courbes : on aura, pour les quatre signes, les valeurs sui- 



-lo- 
vantes 2 

— =2, 

+ =3, 
H- .= 4. 

Cela posëy on prendra la somme de la valeur de tous 
les facteurs, et Ton en retranchera autant de fois 4 qu'il 
sera nécessaire pour que le reste soit un des nombres i , 
2 , 3 , 4 ; ce reste sera la valeur du signe du produit ; et 
pareillement, pour la division, on retranchera la somme 
dos traits du diviseur de celle des traits du dividende, à 
laquelle on aura ajouté, s'il le faut, un multiple de 4i ^t 
le reste indiquera le signe du quotient. Il est à remarquer 
que ces opérations sont des multiplications et divisions 
par logarithmes; cette analogie se mettra dans un plus 
grand jour. 

Ces nouveaux signes abrégeraient la notation (*) et 
rendraient peut-être plus commode le calcul des quantités 
imaginaires, dans lequel il est quelquefois facile de com- 
mettre des erreurs relativement aux signes (**). On en 



(' ) La quantité m-^-n yj — i s'ex primant par m '^ n, ou par 
m ^ n, l'un des signes '^ ou >-{-^ tiendrait lieu des quatre signes 

(**) Qu'il s'agisse, par exemple, démultiplier —myj-c par 

-t-n^ — cd. Le produit des deux coefficients est — mn\ celui des 

deux radicaux est — c^5; enfin le produit flnal est -h mnc^d. Par 
les nouveaux signes, les deux quantités à multiplier s'exprimeraient 

par -^ m ^, ^-^ « ^cd, ou par -^ m ^, -^ n ^cd, et, au moyen 
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fera usage dans ce qui va suivre, sans prétendre pour 
cela qu'ils méritent d'être adoptés. On ne se dissimule 
point qu'il j a un inconyénient inhérent à toutes les inno- 
vations, même à celles qui sont fondées en raison ; mais 
on ne perfectionnerait rien, si on les rejetait par cela seul 
qu'elles blessent les habitudes, et il est au moins permis 
d'essayer. 

9. Pïous allons maintenant examiner les différentes ma- 
nières dont les lignes dirigées se combinent entre elles 
par addition et multiplication, et déterminer les construc- 
tions qui en résultent. 

Supposons d'abord qu'on ait à ajouter à la ligne prime 

positive KP [fig. 5) la ligne également prime positive KQ; 

Fig. 5. 

I f_ f î 1 

K Q S P R 

la construction ne différera point de celle qui serait em- 
ployée poiur trouver la somme des lignes absolues RP, 
KQ; elle consiste à prendre sur le prolongement de KP 
la longueur PR = KQ , et la somme cherchée sera KR, 
On aura donc 



KP -h KQ zr= KP -h PR = KR. 



de la règle des lignes, on obtiendrait immédiatement -t- mnc ^. 
Cet ayantage, si toutefois c'en est un, serait nul pour un calcu- 
lateur exercé, qui lit un produit à la simple inspection des fac- 
teurs ; mais tout le monde n'a pas cette faculté. 

Argand, % 
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Pour ajouter à une ligne prime nëgadve PK une autre 

ligne négative QK, la construction se fera comme ci- 
dessus , mais en sens inverse, et on aura 



PK + QK =r PK -i- RP = RK. 

En général , s'il s'agit d'ajouter deux lignes de la même 

espèce AB, AC, on prendra, dans la direction qui appar- 
tient à cette espèce, PQ = AB , QR = AC , et on aura 

PQ-f-QRr^ÂB + ÂC — PR. 

S'il s'agit d'ajouter à la ligne positive KP la ligne né- 
gative QK, on prendra, à partir du point P et dans le sens 
négatif, PS = QK, et l'on aura 

KP -i- QK — KS - QP . 

Il en serait de même pour un ordre quelconque. 

Or le principe de ces constructions est de regarder le 

point d'arrivée P de la ligne KP comme le point de dé- 
part de la ligne à ajouter, et de prendre respectivement, 
pour points de départ et d'arrivée de la somme, le point 

de départ de KP et le point d'arrivée de la ligne à ajouter. 
En appliquant ce même principe aux lignes des autres 
ordres, on conclura que, les points K, P, R étant quel- 
conques, on a toujours 



KP-hPR=:KR; 

et, comme chacune des lignes KP, PR peut également être 
la somme de deux lignes, comme KM -\- MP, PN -h NR, 
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les points M, N étant à Yolonté, on tirera de là cette con- 
clusion générale, que, A, B; M, N, O, . . . , R, S, T étant 
des points quelconques , on a 



AB = AMh-MN-4-N0-+-0... ^- 



H- ...R-i-RSH-ST-4-TB. 

Les points A, B, M, . . . peuvent coïncider, ou être telle- 
ment placés que les lignes AM, MN , . . . passent plusieurs 
fois par la même trace, se croisent entre elles, etc. Toutes 
ces circonstances sont indifférentes (*}• 

10. Toute ligne en direction peut ainsi être décom- 
posée d'une infinité de manières. 

Veut-on, par exemple, décomposer la ligne KP [Jig. 6) 




en deux parties, Tune de Tordre KA, l'autre de Tor- 
dre KB : on tirera, sur KA, PN parallèle à BK, et on 



f*) Cette règle est conclue par voie d'induction, et il faut lui 
appliquer ce qui a été dit, n^ 4, note C*^ ), relativement aux rap- 
ports géométriques des lignes dirigées. 

2. 



aura 
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KP — KN 4- ]NP. 



On aurait pu ëgalement tirer FM parallèle à KA, et on 
aurait eu 

KPr:=KM -4-MP; 



mais ces deux expressions sont identiques, car KM = NP 

et KN =:MP. Ainsi, comme il n'y a que ces deux ma- 
nières d'opérer la décomposition proposée, on en con- 
clut que, si A et A' sont de l'ordre a, B et B' de l'or- 
dre b, a étant différent de 6, et que l'on ait Téquation 

A + B = A'-4-B', 

il en résulte les deux équations A = A', B = B'. 

11. Passons à la multiplication des lignes dirigées, et 
proposons*nous d'abord de construire le produit KB X KG 

Fig. 7. 




[fis- 7)' ^^'^^ ^^^ facteurs sont des unités non primes. 
Soit pris angle CKD = angle AKB. 
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D'après ce qip a ëté dit plus haut, n^ 4, note {*)^ on 
aura 

kÂ:kb:: kc:kd, 

d'où _ 

KAXKD = KBXKC; 
mais 

donc 

KB X KC = KD. 

Ainsi , pour construire le produit de deux rayons diri- 
gés, il faut prendre, à partir de l'origine des arcs, la 
somme des deux arcs qui appartiennent à ces rayons, et 
l'extrémité de l'arc-somme déterminera la position du 
rayon-produit : c'est encore une multiplication logarith- 
mique. U n'est pas nécessaire de montrer que cette règle 
a lieu pour un nombre quelconque de facteurs. 

Si les facteurs ne sont pas des unités, on pourra les 

mettre sous la forme m.KB, /i.KC, . . . , m, n,. . . étant 
des coefficients ou lignes primes positives ; et le produit 
sera 

(m/i. . .).(KB.KC. . ,) = {mn. . .).KP. 

Or le produit de la ligne prime positive [mn, . .) par le 

rayon KP n'est autre chose que cette même ligne tirée 
dans la direction de ce rayon. 

La division s'opérera par une marche inverse, qu'il 
serait superflu de détailler. 

12. Avec ces règles, on opérera une construction quel- 
conque des lignes dirigées, comme on pratique celles des 
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lignes absolues. On peut maintenant passer à quelques 
applications des principes qui viennent d'être exposés, et 
on énoncera d'abord quelques conséquences immédiates, 
qui sont de nature à avoir un emploi plus fréquent. 

Fig. 8. 




§ I. Si AB, BC,. . . , EN [Jig. 8) sont des arcs égaux 
au nombre de /i, et qu'on fasse 



KB = i£, 



on aura 



KG 
KD 



w 



9 

KN^tt». 



§ 2. Si l'on trace les arcs inférieurs AB^ B'G',..., 



E'N , on aura 



§ 3. Donc 
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KB'=rl, 

u 









KB 
KB' 

KC 



= !£% 



= «\ 






— a^". 



§ 4* Si l'on prend, sur des rayons correspondants, 

K7 — K7', 



les longueurs Rp, K7, R^,. . . ëtant à volonté, on aura 



encore 
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R6 
-=?- = «% 

K7 
K7' 






= u\ 



§ 5. Si l'on construit sur les rayons KA, KJVl, KN, 
considérés comme bases, des figures égales et semblables, 

et que a, m, n soient des lignes homologues, on aura 



m = « X KM , 



/î = « X KJN 
d'où 

m n 



=:r=-> ou in.KN = /i.KM. 



KM KN 

§ 6. MN étant un arc pris dans im lieu quelconque 
de la circonférence, il peut être quelquefois commode de 

désigner, en général, par K.MN le rayon en direction 
tiré par l'extrémité B de l'arc AB = MN, A étant tou- 
jours l'origine des arcs. On aura ainsi 



K.MJS X K.PQ = K.(MN -i- PQj, 

et 



K.MN 

kTpq 



= K,(MN— PQ). 



- 25 - 

§ 7* Si KB est l'espèce à laijuelle appartient une ligne 
en direction PQ, on a 

PQ = PQXKB; 

car on peut regarder la ligne absolue PQ comme prime 
positive. 

§ 8. Si l'on a l'équation 

r'.PQ=r^MN, 

r', r" étant des rayons en direction inconnus , et PQ ^ 

MN des lignes de même espèce ou des lignes absolues, il 
s'ensuit que 



r'=r". 



et, par conséquent, 



PQ = MN, ou PQmMN. 




13. Soient maintenant AB, BC, . . . , EN [fig. 9) des 
arcs égaux au nombre de /i ; on a 

KN =r KB«; 
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mais 

KN = KÏ-f-7N, et KB = Kp+p; 

donc 

Faisons Tare AB = a, et par conséquent AN = na, 

KprrCOStf, Kv=:C0S/l«, 

pB =::: -^ sin a, vN = ^ sin na ; 
rëquation précédente devient 

cos na -^ sinûi = [cosa -^ sin^z)". 

Ce théorème, exprimé, avec la notation ordinaire, par 

cosna dz ^ — i . sinna = (cos^z ± ^ — i . sin<ï)", 

est fondamental dans la théorie des fonctions circulaires; 
entre autres usages, il sert à exprimer en séries les va- 
leurs de cos or et sin a;. 

En développant le binôme, séparant les termes d'ordre 
différents, et divisant par ^ i l'équation donnée par les 
termes médianes, on a l'expression de cosna et sinna; 
faisant ensuite na = x, et supposant que n augmente et 
que a diminue indéfiniment, x restant constant, on ob- 
tient, par les limites, 

2 2.3.4 2.3.4*^*6 

j:* x^ x'* 

2.3 2.3.4*5 2.3.4*5.6.7 
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U. De KN = KB-ontire 

f 

ou 

_____ I 



n 2 



-t ^^ ^ ' Kv « . vN -i 

2.0 

L » Kv a \ Rv / 



2.3 



Substituant les valeurs précédentes et faisant attention 

que 

vN -^sin/ïâf 

-=r- =: = -^ tang na^ 

Kv cos/ïa 

on effectuera la séparation, et l'équation provenant des 
termes médianes, étant multipliée par = 4^ /i , don- 
nera, par la même supposition qui a été faite plus haut, 

tan^r^^r tane^x tanc'o? 
X =z tangx 1 1 ^ 2 ^ .... 

357 
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15. Soient [fi^. lo) les arcs AB = «, AC = t. Qu'on 

Fig. 10. 




prenne CD = AB, on aura (n** 11) 



KD = ^iBXK.C; 



mais 



KD = Ô -f- ^ = cos (« -f- ^>) — sin (<ï -t- 6), 
KB = Kp -i- jiB = cos<ï '^ sintf, 
KC = K^-f-7C=icosft'-' sinft; 



donc 



cos {a'\-h) — sin [a-^h)^=z (cos<z — sin a) (cos h ^ sin h). 

En effectuant la multiplication du second membre et 
séparant les ordres, on a 

cos {a-^-h)-=i cosa cos^ — sîn<ï sin h^ 
sin (<ï -f- ft) = cos<ï sin ^ -I- sinacos^ 



16. Soient AC::=a, AB=b [fig, ii); menons la 
corde BC, et le rayon KD divisant en deux parties ^ales 



Fig. II. 




l'angle BRC. Prenons AE = BD = » et tirons KE 

et £e; nous aurons 



R7-+-7C — (Kp-4-pB) 

= cosû -^ sinû — (cosft -^ sin^) 
= cosa — cos^ -^ (sina — sinô) 

= KC — KB = KG -f- BK = BC r:= 2 rfC 

= [n«12, §5] 271 XKD 

.a — b f a -h b , a -^- b\ 

i=r ^ 2 sin I cos -^ sin ) ; 

2 \ 2 2 / 



donc 



, , a — b , a -h b 
cosa — cos 6 =r: — 2 sin • sin 5 



. . .a — b a -h b 

sma — sin 6 m -h 2 sm • cos 

2 2 



-SO- 
IT. Soit l'arc AN [fig. 12) divise en n parties ëgales* 
Les rayons KA, KB, KG, . . . , KN forment une progres- 




sion géométrique; mais les arcs correspondants sont en 
progression arithmétique. Us peuvent donc être pris pour 
les logarithmes de ces rayons. 

Posons m . AN = log RN , m étant le module indéter- 
miné ; nous aurons d'abord 



logKNri:: m . AN = mn.ÂB. 

Supposons n infini, de manière que Tare AB puisse 
être considéré comme une droite perpendiculaire sur KA; 
on aura 

ÂB =:z ^ AB, ou AB = + AB 
Ainsi 



log KN = + m/2 . AB, ou log KN 1= m/î . AB ; 

car, vu l'indétermination de m, on peut mettre m à la 
place de H- m ; mais 



AB = AK 4- KB ~- - I -I- KN ^ 
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donc 



log KN = mn \ 
et, faisant KN = i -f- ar, 



— I -+- KN « 



=). 



log(i -h j?)=: mn 



I -^ I H- - a: -f- 






x^ 



H^Oa-^) 



2.3 



mm I jr — 



.r' ;r* jr* 

1 f- 



Fig. i3. 




•*» ~t~ • t • 



)• 



18. Divisons maintenant les deux arcs égaux AN, AN' 
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en n parties ëgales; tirons la tangente nn^ et les sé- 
cantes K6, Kr, . . . , K/î; K6', Kc', . . . , K/î'. 

On a vu (n^ 12, § 4) c[ue, en faisant KB = u, il s^ensuit 



K6 Kc ■ K/î . 



}Lb' Kc/ K/i' 



. , KA K6 Kc K/i . 
Les quantités ^=-9 ■» ? • • • ? forment 

KA K6' Kc' K/i' 

donc encore une progression géométrique, et les arcs cor- 
respondants peuvent être pris pour leurs logarithmes, 

savoir, AN = m log -^= • Soit AN = a: , et , par con- 

K/î' 

séquent , 



K/I = KA + A/i = I ~ tangar, 



K/i'— KAh-A/i'— I + tanga:; 

on a immédiatement 

, I -^ tanc j? 

xzzzm loff 2— , 

^ I -h tangx 

Mais on a vu que Tare 

tanff^j? tane*jr 
X = tang jr 1 ! 1 . . • ; 

donc 



, I -^ tangx tang'ar tang*jr 

m log = tangjT — — - — H z — 

^ i -r tangx ^35 



• • • • 
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S^it '^tangx=: s; Téquation devient 



m 






ou, en divisant les deux membres par -^ i et observant 
que, m étant indéterminé, on peut écrire m au lieu 



de » 



2* 3* Z' 



19. Reprenons Téquation 

, I ^ tanff.r 

X z^ m log » 

I -p tan^o; 

et, faisant toujours -^ tango: = 3, écrivons au lieu 

de /n, ce qui revient à conserver m et à mettre '^ 2.r 
pour X dans le premier membre de Téquation. Ces chan- 
gements donnent 

, I -4- z - . , 

^ 'iXZ=i m log -iz; log(l -h 7.Z-V- 2a'-+- 2Z^-r ...), 

I — 3 

et 

-^ inxz=zm log(i -f- 2z -f- 2z*-h 23^-4- . . .)". 

Faisons ensuite '^ 27ïxz=r/, et supposons que, ^ res- 
tant constant, n devienne iniiniment grand et x infiniment 
petit ; z = ^' tango: sera de même infiniment petit : ainsi 
on peut négliger, dans le développement de la puissance, 
les termes produits par la partie 2 z' -h 23* -f- 23* 
du second membre. 

Armand, \S 
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L'équation, dans cette supposition, se réduit donc à 

jrz=mloQ{i 4-2 3)". 
La même supposition donne 



et, par conséquent, 2z = -• On peut donc poser 



= mlog(i+j) 



= m log f 



n 



n{n — i) y^ n[n — 1)(// — 2) y^ 



n(n — 



1.2 If 1.2.3 

i)f/2 — 2)^/1—3) y' 



fi* 



I .2.3.4 



/î' 



■) 



ou enfin, à cause de /t = 00 , 



= m\ogl 



2 2.3 ' 2.3.4 



-+- 



•)• 




? A 



20. Concevons la division de l'arc AN {J^g, i^) dans 
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un nombre infini n de parties égales, dont AB est la pre- 
mière. Prenons AP =: - AN, et tirons AN , KP et P«. 

a ^ 

Nous avons 

ÂB = ÂK-4-KB=— i-t-KN« 

î I 

— — i -f-(KÂ-+-AN)^= — i-+-(i -+-AN)'» 

1(1-,) 

n 2 

ifi-.Wi-.) 

2.3 

/ 2 i 4 \ 

I ( -TT AN AN AN \ 

et 

-- -— an' an' an* 

/I . AB 1= AN 1 5 7 !- • • • -, 

a 3 4 

ensuite 

/i.AB== ~ /i.AB = -^ arc AN 

et 

AN = 2/?N z=z [no 12, § 5] 2(pP X KP 



/ AN . AN\ 
I cos — -^ sm — I 

\ 2 a ; 



. AN 
=^ -^ a sm — • l cos — -^ sm — i ? 



-. , AN 
ou, en Kusant arc — = «, 

a 



AN ^ -* 2 un a (cos a -^ sin « ), 

3 • 
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et, par conséquent, 



- 2 



AN = — (2sinû)*(cos2« '^ sinaû), 

3 

AN r:::: ^- (2sina)*(cos3a -- sin3«), 
AN = 4- (2sina)*(cos4« -^ sin4«)i 



- - 5 

AN rrr 



En substituant ces valeurs dans la série ci-dessus, et 
n'y conservant que les termes médianes, puisque cette 

série est égale à n.AB=z ^ ia, il viendra, en divisant 
par '^ I , 

^2 sinrt)*sin2a 
lazz. 2 sinrt . cos« -\ 

2 

/'o sin/7?cos3<7 (2sin<i5)*sin4« 

3 4 '' 

La somme des termes primes devant être nulle, on a 

^2 sinrt]'cos2« 

G rr:: — 2Smû.Smû -\ 

2 

f2 sin<2)*sin3« (2 sin«Vcos4<Tf 

•■ ^^— — — — — — ■ ■ — — • • « ^ 

3 4 

équation qui peut être divisée par 2sin^z. 

21. Divisons la circonférence en n parties égales AB, 
BC,. . . , GA (fig- i5); n est maintenant un nombre ftnL 
Nous nous proposons de déterminer la somme S des puis- 
sances du degré m des rayons KA, KB, . . . , KG. 
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Soit KB =rii et , par conséquent , 

KCrrm», KD=:i/\..., KG = «-», 
KÂ=:i£"=:I; 



on aura 



S =r I -h tt"' -h tt"" -i- . . . -<- W^"~'^*, 



«t 



tt-S — II" -f- tt^m _^ ^ .., ||(«-l)'"4-|/'""; 



mais 



donc 



ii"Sr^S et (il-— i)S~o. 




Si i/"» 11= I , cette équation devient identique et n'ap- 
prend rien; mais, dans ce cas, on a u^-=z i, u^=. i ,...; 
ainsi S = /i. Dans tous les autres cas, S = o. 

Si Ton dénote par P', P'', F*, . . . , P("^ la somme des 
premières , secondes , . . . , ti'*"*** puissances de quantités 
données, et par n', n", n*',..., IK"^ la somme des produits 
un à un, deux h deux, . . . , /i à /i de ces mêmes quantités, 



~ 38 - 

on sait que 

/in(«)=P'n(»-') — p'^nc»-») -4- p'^nC"-^}^ ^ ^ ^ 

-f- p(n-3)iiw_p p(„_j) jj// -4- p(«-On'qz PC»), 

les signes supérieurs et inférieurs ayant respectivement 
lieu pour les cas de n pair ou impair. La démonstration 
de ce théorème peut être ramenée à une simple transfor- 
mation algébrique. 

Si on l'applique aux rayons KA, KB , . . . , KG , qui 
sont au nombre de /i, on aura 

P'=o, P''=o, P'''i=o,..., P("-')=o, P«z=/l; 

donc 

n'=o, n"=o,..., n(«-') — G, /în("> = — /?, 

et 

Ces propriétés se déduisent d'ailleurs de l'équation 
af* — 1 = 0, dont les racines sont KA, KB, . . . , KG . 

22. Prenons maintenant [fig* 16) un point V diffé- 
rent du centre K, et cherchons le produit des lignes ab- 
solues VA, VB, VC ,..., VG. 

Puisque 

VA = VK-f-KÂ, VB = VK-4-KB,..., 

on a 

VÂ.VB.VC...VG 

= (VK + KA) IVK + KB). . .(VK -H KG) 

= VK» -h n' , VK"-' -f n" . VK"---t- . . . 
-hn(— o.vK + nc»). 
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Or nous venons de voir que les coefficients u\ U", 

Fig. i6. 




n",..., jusqu'à nf»-') sont nuk et que n» = 
On a donc simplement 



-(-!)". 



VA.VB.VC. . .VG rrz VK*— (— i)- 

=(-Kvr-(-i)' 



Pour construire KV", on multipliera par n Tangle AK.V, 
ce qui donnera AKU. On prendra KU = KY*, et on aura 
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KU = KV". Par conséquent , 



KV" - I = KU — I — KL — KA =r KU -r Ali =: AU. 

Ainsi 



VA. VB. VC. . . VG = (- O^AU. 

En considérant VA, VB, . . . , VG et AU comme des 
lignes primes positives, on peut faire 

VA = r'.VA, 
VB = rWB, 



VG=rr(").VG, 
et 

ÂÎJrrrp.AU, 

p, r', r",. . ., rC») étant des rayons en direction ou des 
racines de l'unité. On aura donc 

/•^^'^^'^..^(«).VA.VB.VC...VG:r::(-~I)«p.AU. 

Ainsi (n« 12, § 8) 

VA.VB...VG~AU. 

Soit actuellement KV = a:, KU = a:", angle AKV :=:: a. 
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angle AKU = na^ angle AKB ziz — • On trouvera 

AU'=x'" — 2j:*cos/7€Z -\- i, 
et 

VB* = j^2 __ 2 x cos {a ' -\ -h r , 

VC* =: .r^ — 2 jr cos ( c — - — \ -h I , 
VD 1= x'— 2j:cos (a j -hi. 



('-^) 



VA* r= a' — 2X COS 

rj= JC* — 2Z COSû -:- I , 

et, en carrant Tëquation 

VA.VB...VG —AU, 



on aura 



X-' — ix^co^na -\- I i^ 



I x' — 2a: cos la ^-j -h i 1 

X I a:*— 2XC0S ia 1 "^ ' 

X I ^ — 2.r COS in ^ I -T- I I 



X 

X (.2^' — 2j:COS« -f- l), 

les facteurs du second membre étant au nombre de n. 
On tire de cette formule le développement des facteurs 



- 4Î2 — 

rationnels du premier ou du second degrë des binômes 
j?"-f- 1, ;r" — I, en faisant cos na = 1 et cosna •=. o. Cet 
emploi ëtant connu, il sera superflu de s*y arrêter. 




23. En plaçant le point V [fig. 17) sur la circonfé- 
rence, on aura 



ATT ' ^^ 

AU = asm — > 
2 



VA=: 



a 
2sin -1 
2 



VB = 2 sin 



VC = 2 sin 



n 2/ 

xtt a\ 
n 1) 



VG 



I 

n 2j 
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Donc* en écrivant a à la place de -} et mettant, pour 
runiformité, 

sin [ a] = sin (ir — a) pour sina. 



il vient 



2 sin 72a 



in Tiû =z a". sin ( a\ sin I a\ sin I a\,. 



a . 



X sin j a I sm ( a \ 

En faisant a=z b, on aura na= nb et 

2/1 2 

sin/ia = cosnb. La substitution de ces valeurs donnera 

2COS/lO= 2".C0S| b COS I b \ 

L 2/1 J L 2/1 J 

X COS 6 1... 

L 2/1 J 

|[/î— (2/1 — 3)]tr , 

X COS i î b 

{ in 

Xcos{^= '- b\» 

2/t 

21. Soit l'arc AB = arc AG [fig. i8); on a 
KN = KB-4-BN, et KN = KG-4-GN; 
d'où Ton déduit, en observant que BN -t- GN = o et que 
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KG = Kli-', 



2K]N=:iKB-f-KB-«. 



Fie* iS. 




Élevons cette équation à la puissance n , n étant sup- 
posé entier ; elle devient 

( 2 KN )' = KB" -H /i . KB »-» -1- ^^"""'^ . KB " -• -!-... 



2 



KB-»^' -{- n . KB-" ♦ ' -h KB-». 



Faisons Tare AB = «, d'où 



KN =: cosa, KB rr: ces a — sin«, 



et , en général , 



KB'" =: cos ma -^ sinma. 



Substituons ces valeurs dans Téquation précédente, en 
supprimant dans le second membre les termes médianes, 



- 45 - 

ce qu'on peut faire, puisque le premier membre n'en 
contient p:)int de cet ordre; d*aillcurs ils se détruisent 
deux à deux. Nous aurons 



(2 cosa)* -—r cosna -f- n cos {n — 2) a 

nin — I ) 



cos(/i — 4)^ '•" • • • 

^; . { cos ( — /î H - 4 j û 

-f- wcos( — /i H- 2) a -;- cos(— /?«). 



Comme, en général , cosm = cos( — m), les termes du 
second membre peuvent s'ajouter deux à deux; mais il 
faudra distinguer deux cas, selon que n est pair ou impair. 

Dans le premier cas, le nombre des termes du second 
membre est impair, et le terme du milieu reste isolé ; ce 
terme est 

^-* ~ cos ( /i — :i)(i 

2 



72 (/2 — I )...(- -f- M 

I , *> . ^ t • • 

2 



Dans le second cas, tous les termes sont doublés, et, si 
Ton commence la série par cos/za -f- cos ( — nd) z=z 2 cos/îa, 
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(e dernier terme sera 

«(/i — i)(/î--2)... /i— ( Il I 

2. ^ !- ^-^ Llcos[n-(n-i)]a 

n— I 

2 

/f -4- 3 



n[n — i) (/i — 2). . . 



2 

nr 2 . COS a, 

I . 2 « 3 • • • ~~~^"^~""~ 



On trouvera de la même manière la valeur de (2 sin «)'», 
On a 

NB -_: NK 4- KB, NG = NK-+-KG; 



mais KG = — NB et KG = KB-'; donc 

2NBi=KB — KB^S 
et 

(2NBl"rz=Kl"— /i.KB"-^-f- ^ ^ KB-^-^— . . . 

2 

■±1 ^'^""'^ . KB -"-^ * =: /i . KB -"■»-' =iz KB"" 
2 ^^ 

= (-^ 2 sin a)". 

Les signes supérieurs et inférieurs ont respectivement 
lieu, suivant que n est pair ou impair. Examinons d'abord 
le premier cas. 

('^ 2 sin a)" devenant de Tordre prime, on négligera 
les termes médianes dans le développement du second 
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membre, et on aura 

zh (2 sina}" = cosna — n cos (/i — 2) a 

n(n — i) 



2 



cos(/i — 4) ^"- • •- 



n( n — \) . ,. 

-1 cos { — n-^ ^)a 

— /icos( — /i -♦- 2)0 + cos( — iia). 

On prend + dans le premier membre, lorsque n est de 
la forme ^m^ el — lorsque /t est de la forme l^m-^^. 



/i(/i~i)... (^ -»-i) 



Le terme du milieu, qui est -^ 

2 

comme dans la formule des cosinus, ne se double point. 

Dans le second cas, ( — isina)" est d'ordre médiane. 
Il faut donc supprimer les termes primes du second 
membre, ce qui donne, en divisant l'équation par — i , 

iil(asina}" = sin/i^7 — /isin(/? — ^)a 

n{n — t) . . , 

H sm ( /i — tL\a — ... 

2 ^ ' 

n^n — i) , , ,. 

' sm ( — /i -+- 4 j « 

+ /î sin( — n -\- 2) a — sin ( — na). 

Les signes + et — appartiennent respectivement aux cas 
où n est de la forme 4 ''^ •+• * on /^m -h 3. 
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Ici tous les termes sont égaux deux à deux ; car, en 
général, sin/w rr: — sm( — m), et le nombre des termes 
est pair. En réunissant donc, comme ci-dessus, les termes 

/2 4- T 

é^'aux, la série se réduira à termes , dont le der- 



nier sera 



n{n — i) (/? — 2). . . 



/?-«- 3 



7. 



sma. 



I • 2 a O • • • 



n 



2 



25. Soit l'arc AN divisé en n parties égales AB, BC. . . . , 



Fîg. 10 




EN [fig* 19). Tirons AN et AB, divisés en deux parties 
égales en /i et ô, et menons les rayons KM, KP. 
On a 



KB -f- iiC 4- lU) -f- . . . + KN 

cos a — sin a H- cos 2 a '^ sin 2 a -h cos 3« 

H- ... -I- cos na -^ sinwa 
C-S, 



sin 3^ 
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en faisant 

C = cosa + cos2a -+-cos3a -f . . .-4-cos/ia, 
8 = sin aH- sin 2a H-8in3fl-|-...-+-sin na. 

Soit 

on aura 

KB-f-KC-i-...4-KNz=i/H-tt»4-ii»-h... + w' 

= .1/ =-= r . U 

u — i KB — KA 



KN-f-AK. AN /iN 



KB-i-AK AB 6B 

Mais (no 12, §4) 



/î N = ~ Sin — X KM = -^ sin — .u\ 

2 2 

^B i=r ^ sin - X KP m -^ sin - . « K 

2 2 



Donc 

— sin — ,u^ sin 



. /la - . /la 






r/ — — 


^ 


.1/ > 


^ sm - . tt * 

2 

. «a 
sin — , 

2 / /l -*- 1 


, a 
sin - 

2 



Sin - 

2 



j4rg€md, 4 



Par la séparation, on obtiei 



sin — . cos - 



26. La même marche conduira à la réduction de 

K=;cosa-t-co8(a + 6)+cos(a-Haè)+...+cos(ii-i-/iA), 
2 = Mna+sin(a + 6)-l-sin(ii + 2j)-H..,-i- wn(ii+n6). 

Pour cet effet , traçons les arcs AB = a, BC, CD, .... 
EN ^ 6 ( fig. ao) . ces derniers étant au nombre de n. 





Efs. .«. 


",— f—E 


YS3 


' /\b 


\ \ 


// ''^\ 


\ 





Prenons, de plus, pour la démonstration, AH = SI =^ &, 
et tir'ins BI et AH. 



£a fusant 



nous aurons 
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KD = pu\ 



Kl ^rtt»+' 



Donc 

K ~ 2 = p -:- ptf 4- •»«* -f- . . . -î- PO" 
Pi^i — p Ki — KB 



« — I KU — KA 

KÎ-f BK BÏ 2 



KiH-AK AH Ij^ 

2 



_ sîn ("^^IôVk. (aB-+- i Bl) 



sin- è,K. - AEI 

2 2 



sin (^^ ^.y K . Ub H- ^ Bn) 



-^ sin - ô 

2 



in { ^'^^ h\ 
__A^[eos(a^^)^sin(a-f-^)], 

2 

4- 
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et , par la sëparation des termes hétérogènes, 



K 



sin ( b j cos ( a H 



sm - b 

2 



2 = 



sin I b\ sin I a 



t) 



sm - 6 

2 



27. Ce qui précède est suffisant pour faire voir que la 
méthode dont on présente un essai peut être appliquée à 
la recherche des théorèmes trigonom étriqués. Elle pour- 
rait aussi être de quelque usage dans la Géométrie élé- 
mentaire et dans F Algèbre. On va donner un aperçu de 
cet emploi. 

28. Traçons la fig, 2 1 , dont la simplicité et le rapport 

Fig. 31. 




avec les figures précédentes dispensent d'explication. Il 
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résulte des r^les de multiplication et d*addition que 



et 



Donc 



KBXKG=:KA , 

KB = kS -4- NB , 
KG=KN + NG. 

KÂ'=(KN4-Sb) IKN-4-NG}. 



Soît KA == ^, KN == a, NB — NG = b. On a 



h*= [a -- ô) (a + è) = a»4- b\ 
29. Une corde dirigée quelconque PQ [fig, 22) est de 



Fî(j. aa. 




la même espèce que le rayon KR, tiré dans la direction 

1 1 ^ 1. 1 .«.« » , , AP -+- AQ 4- TT 
de cette corde. Or 1 angle AKR est égal a 5 
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car, tirant KM perpendiculaire sur PQ, on a 

arcAR = AP-l-PM4-MR=:AP4- ipQ-h - 

ï /.^ A«* w AP-f-AQ-hTT 
= AP H - (AQ — AP) 4- - = ^!^ . 

Le rayon KR peut donc s'exprimer (n® 12, § 6) par 



K . f -^^ j » formule qui indiquera Tespèce à 

laquelle appartient la corde PQ. 
Cette expression donne lieu à une remarque. La 

corde PQ étant indéterminée, on pourrait changer les 
lettres P, Q l'une dans Fàutre, et on aurait, pour l'es- 
pèce de la corde QP, 



K.l"?^*''*',. 



) 



2 

expression identique à la précédente; car 

AP -h AQ =r AQ -h AP. 

On tirerait de là cette conclusion , que PQ et QP sont 
de la même espèce , ce qui n'est pas , puisqu'elles sont , 
au contraire, positives et négatives réciproques. Pour 
avoir la solution de cette di£Gculté, il faut observer que 
la désignation d'un arc par les deux points qui le ter- 
minent, comme AP, convient à une infinité d'arcs, savoir 
AP 4- 2/27r, n étant un entier quelconque. On doit donc, 
dans les expressions dont il s'agit, choisir celui de ces 
arcs qui se rapporte à la construction qui a été suivie 
pour trouver la formule générale. 
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Supposons que le point Q se meuve dans le sens de QRS 
jusqu'à ce qu'il vienne se placer en P, et qu'en même temps 
le point P soit transporté en Q, en suivant le même sens. 

La corde PQ sera alors ce qu'était la corde QP dans 

l'état primitif de la figure. L'espèce de cette corde PQ 

sera toujours K. f ^^ j ; mais, dans cette der- 
nière expression, l'arc AP doit être pris en parcourant, 
depuis A, une circonférence entière 2tr, plus l'arc AP 
proprement dit, en sorte que cette expression diffère 

Hit 

réellement de la précédente, de la quantité — = jr, ainsi 

que cela doit être. 

Pour éviter toute ambiguïté, il suffit, dans la formule 
générale 



^ ^^ ,,..,. /AP-hAQ -h7r\ 
corde PQ est de l espèce K . ( 1 > 

de regarder l'arc AQ comme plus grand que l'arc AP, en 
allant d'abord de A en P, dans le sens qu'on voudra, pour 
déterminer l'arc AP, et de continuer la trace, en suivant 
le même sens, jusqu'à ce qu'on rencontre le point Q. On 



ecnre 



pourrait aussi, au heu de K. I U ecn 

pris dans le même sens. 

On peut ajouter à ce qui précède que, la corde PQ étant 
divisée en deux parties quelconques dans un point N , la 
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partie NQ est de la même espèce K. ( ^ -\y 

et la partie MP, qui est négative par rapport à NQ, sera de 

lespece K. ( ^^^ tt j = K. 1 -^ j • 

Donc, si on se rappelle qu'en général le produit de deux li- 
gnes des espèces K.FG, K.HI est de l'espèce K.(FGh-HÏ), 
on en conclura que le produit JNP.MQ sera de l'espèce 

îMÂpTÂQ). 

30. Prenons maintenant quatre points P, Q, R, S,, 
qu'on suppose d'abord être dans une situation quelconque ; 
on peut former cette suite d'équations : 

PS.QK ■+- KS.PQ = PS.^ 4- (RQ 4- ^) (PS 4- SQ) 
"PS.^ 4- RQ.PS -H RQ.SQ4-QS.PS + QS.SQ 
= KQ.SQ-f-^.PS + QS.SQ 

= ^(qk-hpsh-sq) 

= QS.PR. 

Pour suivre cet enchaînement, il faut se souvenir qu*en 

général MN = — JNM. 

Actuellement, si la position des points P, Q, R, S est 
telle, que les trois produits qui entrent dans l'équation 
finale 

PS.QR 4- RS.PQ = QS.PR 

soient de la même espèce, cette équation aura lieu en 
lignes absolues. Or cette condition sera remplie, si les 
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points dont il s*agit sont pris, dans Tordre P, Q, R, S, 
sur la circonférence du cercle, auquel cas PQ , QR, RS, 
PS sont les côtés d'un quadrilatère, dont PR , QS sont les 
diagonales. En effet, ces côtés et ces diagonales étant 
autant de cordes tirées dans le cercle, on pourra, par la 
formule contenue au numéro précédent, former le tableau 
suivant, Torigine des arcs A étant supposée précéder 
immédiatement le point P : 



Cordes. 



PS 



QR 



RS 



PQ 



QS 



PR 



Espèces. 



H 



AP -H AS H- TT 



K. 



( 



AQ-î-AR-f-TT 



K. 



/AR + AS -f- r 



V 



K.( 



7. 



AP -h AQ + TT 



,, /AQ-hAS-i-TT 

\ 2 



H 



AP-*-ARH-ir 



et, au moyen de l'ordre supposé entre les points A, P, Q, 
R, S, il n'y aura point d'ambiguïté dans ces expressions, 
puisque les six cordes sont toutes prises dans le même 
sens. 
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Donc, en vertu du principe rappelé plus haut , les trois 

produits PS.QR, KS.PQ, QS.PR appartiennent à une 
espèce unique, dont Tindice est 



/APH-AQ -h AR -+- Ab -h 27r 



) 



Ainsi l'on a effectivement, en lignes absolues, 
PS.QR r=r RS.PQ H- QS.PR. 

Cette démonstration, beaucoup moins simple que celle 
de la méthode ordinaire, qui n'emploie que la considé- 
ration des triangles semblables, n'est présentée ici que 
comme exemple de l'emploi des quantités intermédianes, 
dont nous avons fait peu d'usage. 

31. On se propose, dans ce dernier article, de démon- 
trer que tout polynôme de la forme 

X" -f- aX"-= + ^>X"-2 -t- . . . -f-/X -I- g 

est déconiposable en facteurs du premier degré X -h a. U 
faut observer que les lettres a, ft, . . . , g ne sont point 
restreintes ici à ne représenter que des nombres primes, 
comme cela a lieu à l'ordinaire. 

On sait que la question se réduit à prouver qu'on peut 
toujours trouver un nombre qui, pris pour X, rende 
égal à zéro le polynôme proposé, que nous faisons = Y. 

Dénotons par Y(p), Y(p^^i) les valeurs de Y qui ré- 
sultent des suppositions X r=/?, X =zp -{- pi^ pet i étant 
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des nombres pris à volonté, et p exprimant nn rayon en 
direction ou une racine de l'unité indéterminée. On aura 

Y(p) =/}"-¥- ap*-^-^ bp^^-h. . .-h g, 

-h. ..-{-g 
= Y(p) -f. /pQ -f- Pp'H -h /»p»S -h . . . , 

Q, R, S, étant des quantités connues, dépendant de 

p, /i, a, è, c, . . . , qui s'obtiennent par le développe- 
ment des puissances de/? + p/. Si l'on suppose / infini- 
ment petit, les termes affectés de P, Pj. . , disparaissent, 
et l'on a simplement 

Y(p+po "- ^ip) -+• 'PQ- 

Soit KP l'espèce à laquelle appartient Y(^). Qu'on 

prenne p de manière que /pQ soit de l'espèce PK, c'est- 
à-dire du même ordre que Y(p;, mais négative par rap- 
port à cette dernière quantité ; il s'ensuivra que la gran- 
deur de Y(^4.^) sera plus petite que celle de Y(p) ; par la 
même marche , on obtiendra une nouvelle valeur de Y, 
qui sera plus petite que celle de ^ip+^i), et ainsi de suite. 
Donc on parviendra à une valeur de X, qui donnera 
Y=o. 

Il faut remarquer, pour l'intégrité de la démonstration, 
que le terme /pQ peut devenir nul. Dans ce cas, on doit 
conserver le terme suivant /'p'R, ou, à défaut de celui-ci, 
/'p'S, et ainsi de suite. Le raisonnement sera toujours le 
même, puisque les puissances p', p', . . . sont des quan- 
tités de la même nature que p. 
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32. La mëthode dont on vient d'exposer Fessai repose 
sur deux principes de construction, Tun pour la multi- 
plication, l'autre pour l'addition des lignes dirigées; et il 
a été observé que, ces principes résultant d'inductions qui 
ne possèdent pas un degré suffisant d'évidence, ils ne 
pouvaient, quant à présent, être admis que comme des 
hypothèses, que leurs conséquences ou des raisonnements 
plus rigoureux pourront faire admettre ou rejeter. 

On aurait pu donner plus de développement aux idées 
qui ont conduit à ces résultats. On aurait pu, par quelques 
rapprochements, montrer que certains points de théorie, 
en Algèbre et en Géométrie, portent sur des principes 
admis par induction, et dont la certitude est établie plutôt 
par l'exactitude des conséquences qui en découlent que 
par les raisonnements sur lesquels on les fonde ; mais cette 
discussion n'eût rien ajouté d'essentiel à ce qui précède, 
et on se borne à proposer la méthode des directions comme 
un moyen de recherches, qui, dans certains cas, peut 
être utilement employé, à cause de l'avantage qu'ont les 
constructions géométriques de présenter aux yeux un 
tableau propre à faciliter quelquefois les opérations intel- 
lectuelles. Il sera d'ailleurs toujours possible de traduire 
dans le langage accoutumé les démonstrations tirées de 
cette méthode. 



tva. 
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I. 

Nouveaux principes de Géométrie de position^ et interprétation 
géométrique des sjrmboles imaginaires, par J.-F. Français, pro* 
fesseur à l'École impériale de TArtillerie et du Génie (*). 



Il est si naturel de considérer à la fois, en Géométrie, la gran- 
deur et la position des lignes, que, dès qu'on a commencé à 
cultiver cette science, on a dû avoir besoin d'exprimer des rap- 
ports de grandeur et des rapports de position entre les diflerentes 
lignes composant une figure quelconque. J'ose dire qu'il est 
surprenant, d'après cela, que les premiers principes de la Géomé» 
trie déposition ne soient pas encore complètement établis. Cette 
assertion elle-même pourra, au premier abord, sembler exagérée 
et paradoxale ; mais j'espère que sa vérité sera mise hors de doute 
par les détails qui vont suivre. 

Notation f®. Nous représenterons ici la grandeur absolue 
d'une droite par une simple lettre, comme a, 5, c,. . .,x,^, x,. . .; 
et, pour indiquer à la fois la grandeur et la position d'une droite, 
nous affecterons la lettre destinée à désigner sa valeur absolue 
d'un indice exprimant l'angle que fait cette droite avec une droite 
fixe et indéfinie, prise arbitrairement, et qui pourra être consi- 



{*) Annales de Mathématiques, t. IV, p. 61-71. 
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dérée comme l'axe des abscisses positives. Ainsi, par exemple, 
^a* ^B**"> ^Ç*^u«*" représenteront des droites dont les gran- 
deurs absolues sont a, ^,. . ., j:,^,. . ., et qui font respectivement 
avec Taxe des x positives des angles a, /3,. . ., I, u,. . .. Cette dis- 
tinction est nécessaire, afin de ne pas confondre une idée com- 
posée avec une idée simple, une grandeur donnée de position 
avec une grandeur absolue. 

Définition 1'*. Nous appellerons rapport de grandeur le rap- 
port numérique entre les grandeurs de deux droites, et rapport 
de position l'inclinaison des deux droites Tune vers l'autre, ou 
Tangle qu'elles font entre elles. Pour comparer entre elles deux 
droites données à la fois de grandeur et de position, il faut con- 
sidérer non-seulement le rapport que leurs grandeurs ont entre 
elles, mais encore comment ces droites sont placées l'une rela- 
tivement à l'autre; c'est ce qu'exprime notre rapport de posi- 
tion. 

Définition 2. Nous dirons que quatre droites sont en proportion 
de grandeur et de position^ lorsque entre les deux dernières il y 
aura même rapport de grandeur et même rapport de position 
qu'entre les deux premières. Ainsi il ne suffit pas, pour qu'il y ait 
proportion de grandeur et de position entre quatre droites, que 
le rapport dit géométrique entre le second antécédent et son con- 
séquent soit le même que celui qui existe entre le premier anté- 
cédent et son conséquent ; il faut, en outre, que le rapport que 
nous avons appelé rapport de position soit aussi le même. 

Exemple, Ainsi, pour avoir la proportion de grandeur et de 
position 



a^\b^ ::c^:d^ 



il faut qu'on ait à la fois 



- = - , et i3 — « = J — y, 

a c ' ' 



Corollaire 1®'^. 11 suit de là que, dans une proportion de gran- 
deur et de position, les grandeurs absolues des droites sont en 
proportion géométrique^ tandis que les angles que font ces mêmes 
droites avec l'axe des abscisses positives sont en proportion arith- 
métique. 
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Corollaire 2. Il s'ensuit encore que, dans deux figures sem- 
blables, disposées d'une manière quelconqoe sur un plan, les 
côtés homologues sont en proportion de grandeur et de position; 
car les grandeurs absolues de ces côtés sont en proportion géo* 
métrique, et les angles qu'ils forment deux à deux sont égaux. 

Remarque. L'idée de proportionnalité, en Géométrie, est 
fondée sur la similitude des figures; notre définition 2* repose 
donc sur un principe fondamental de la Géométrie ordinaire, et 
nous ne faisons qu'exprimer, d*une manière explicite, la double 
circonstance de la proportionnalité des côtés homologues et de 
Tégalité des angles compris entre ces côtés. 

Définition 3. Lorsque, dans une proportion de grandeur et do 
position, le conséquent du premier rapport devient en même 
temps l'antécédent du second, la proportion de grandeur et de 
Dosition est dite continue; et une suite de termes, dont trois con- 
sécutifs quelconques forment une proportion continue de gran- 
deur et de position, est nue progression de grandeur et de posi- 
tion. Ainsi une suite de droites en progression géométrique 
ordinaire ne forme une progression de grandeur et de position 
que lorsque les angles que les droites consécutives font entre 
elles sont égaux. 

Exemple /"*. Pour avoir la proportion continue de grandeur 
et de position 

il faut que l'on ait à la fois 

. = ., et /3-a = y-,?. 

Corollaire l*'. Donc, pour qu'une droite b^ soit moyenne 
proportionnelle de grandeur et de position entre a^ et c . il faut 
qu'on ait 

en sorte que b^ partage en deux parties égales l'angle formé par 
les droites a^y c . 
Exemple 11. Pour avoir la progression de grandeur et de posi- 
Argand 5 
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tion 

il fo.ut qu'on ait à la fois 

ft _ r m 

et 

/3— a = 7~/3 = ...=;^ — jl. 

Corollaire 2. Donc, dans une progression de grandeur et de 
position, les grandeurs absolues des droites sont en progression 
géométrique, tandis que les angles qu'elles font avec l'axe des 
abscisses positives croissent en progression arithmétique. 

Notation 2. Nous pouvons maintenant séparer, dans la nota- 
tion, ce qui est relatif à la grandeur absolue d'une droite de ce 
qui est relatif à sa position. D'abord on a, par la première nota- 
tion, a^ = a, Iq '— I, et ensuite on a, par la définition 2®, 



d'où l'on tire 



I :i^::a:a^. 



« = a. 1 . 

9. a 



Ainsi nous pouvons représenter, de grandeur et de position, la 
droite a^ par a.i^^ où a est la grandeur absolue, et i le signe 

de position. 

Définition 4. Nous appellerons droites positives celles qui, étant 
parallèles à l'axe des abscisses, sont dirigées de gauche à droite, 
et droites négatives celles qui, étant parallèles à l'axe des ab- 
scisses, sont dirigées de droite à gauche. Nous appellerons de 
même angles positifs ceux qui sont comptés depuis l'axe des 
abscisses positives, en montant, et angles négatifs ceux qui sont 
comptés depuis le même axe, en descendant. C'est là la définition 
ordinaire des quantités positives et des quantités négatives en 
Géométrie; mais il s'en faut de beaucoup qu'on en ait tiré toutes 
les conséquences qu'elle est susceptible d'offrir. En combinant 
cette définition avec les précédentes, nous allons en déduire une 
manière simple, uniforme et féconde de représenter les lignes 
de grandeur et de position. 
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CoROLLJUmx l***. Il sait de cette définition et de noe notations 

qu'on a 

-M = i., et — i=^iu.,, 

et, par conséquent, 

H- a = ax(-+-i) =«.!., et — « = « x (— i) = «.i^,- 
Corollaire 2. On sait, d'un autre côté, que 

-t-i=e««v/~, et -,=e±V^j 
on a donc aussi 

H-a = ax(-M) = a.<?**'>/~*, et - a = ax(-i)=za.&^''^'-''* 
Remarque» Il est vrai qu'on a plus généralement 

-+-, = e-»-*V=^, et -i^e-t^'+Oî'v^^, 

1 étant un nombre entier quelconque ; mais, dans la Géométrie 
de position, on n'a besoin que d'un seul tour de circonférence 
pour déterminer la position d'une droite, ce qui suppose n = o, 
et réduit ainsi les expressions de h- i et de — i à celles du corol- 
laire précédent. 

Théorème I'^''. Les quantités imaginaires de la forme ±: a ^— i 
représentent, en Géométrie de position, des perpendiculaires à 
l'axedes abscisses; et, réciproquement, les perpendiculaires à l'axe 
des abscisses sont des imaginaires de la même forme. 

Démonstration, La quantité di a ^—i est une moyenne propor- 
tionnelle, de grandeur et de position, entre +a et — a, c'est- 
à-dire entre a^ et a^_ ; donc, d'après le corollaire 1^** de la dé- 
finition 3®, la valeur de cette moyenne proportionnelle, de gran- 
deur et de position, est a ^; c'est-à-dire qu'elle est perpendicu- 

± - 

a 

laire à l'axe des abscisses, et dirigée soit en dessus, soit en des- 
sous de cet axe ; et l'on a 



a^ — i=a ^, et — ay — 1 = 



^ n' 
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Réciproquement, toute perpendiculaire à l'axe des abscisses est 
représentée, d'après nos notations, par a ^ ; elle est, par con- 

a 

séquent, d'après le corollaire l*''^ de la définition 3®, une moyenne 
proportionnelle entre a, et a^ ^ , ou entre -t- a et — ai elle est 

donc une quantité imaginaire de la forme ziz a ^^ j . 

Corollaire 1®^. Il suit de là que dz^—i est un signe de posi- 
lion qui est identique avec i ^. 

2 

Corollaire 2. De plus, puisqu'on a 



on a aussi 



'- /--7 ^ 



±V~ 



. ,-^e ' . 



Corollaire 3. Les quantités dites imaginaires sont donc tout 
aussi réelles que les quantités positives et les quantités négatives, 
et n'en diffèrent que par leur position, qui est perpendiculaire ù 
celle de ces dernières. 

Remarque générale. Cette théorie des signes de position est une 
conséquence nécessaire et irrécusable des premiers principes; 
elle est plus conforme aux règles d'une saine logique que la théorie 
ordinaire, où l'on admet, un peu gratuitement ou du moins sans 
nécessité, deux espèces différentes de quantités positives, et au- 
tant d'espèces de quantités négatives (les abscisses et les ordon- 
nées); car, dès qu'on admet la définition 4^ des quantités positives 
et des quantités négatives, il n'est plus permis d'en introduire 
d'autres qui ne soient pas comprises dans cette définition, et l'on 
est obligé forcément d'admettre toutes les conséquences que cette 
même définition entraîne. Ces conséquences heurtent, à la vérité, 
les idées reçues; mais c'est que ces idées sont fondées sur un dé- 
faut de dialectique, qui consiste à admettre deux principes, et 
deux principes incompatibles, là où un seul serait suffisant. 

Théorème II. Le signe de position i^ a pour valeur «?** " *^ 
c'est-à-dire que i^= e"v-'. 
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Démontration, Supposons que la demi-circonférence décrite 
d'un rayon = i soit divisée, dans le sens des angles positifs, en 
m parties égales, et qu'on mène des rayons aux points de divi- 
sion; ces rayons formeront, d'après la définition 3®, une progres- 
sion de grandeur et de position. Or, les deux termes extrêmes 
de cette progression étant 

i» = -t-i, et 1^ -_ — I r=. c*v~', 

les termes intermédiaires 



tn m m m 



■auront pour valeurs 

« , — ait I — 3ie , — (m— 1)« / — 

m" Ni'* in^ « *» . 

de sorte ou'en général on aura 

H» , — 

— i/— I 

et, comme - - peut représenter un angle quelconque, on aura 
finalement 

ai/— I 

Corollaire l*^*". Si Ton prend les logarithmes naturels des deux 
membres de Féquation i^ = e*V"" • ^ on aura 

ce qui fait voir qu'en Géométrie de position les arcs de cercle 
sont les logarithmes des rayons correspondants. Ces arcs de 

cercle sont, comme on le voit, afiectés du signe de position ^^i , 
ce qui parait très-naturel, puisque leur direction est dans un 
sens perpendiculaire à Taxe des abscisses. 
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Observation. Le corollaire précédent contient le germe d'une 
théorie très-simple et très- lumineuse de logarithmes naturels et 
de leurs rapports avec la circonférence du cercle. Il explique 
Texpression énigmatique : « Les arcs de cercle imaginaires sont 
des logarithmes » ; il donne enfin un sens raisonnable et intelli- 
gible à Téquation symbolique et mystérieuse 

^^^=-^log(^^). 

Corollaire 2. Puisque, d'après la notation 2®, on a 

il suit du théorème précédent qu'on a aussi 

Corollaire 3. Comme on a 

e** • = cos a -h sina.^— I, 
il s'ensuit que 

tf^= a cos a H- a sinaV — i» 

c'est-à-dire que, pour exprimer une droite de grandeur et de po» 
sition, il faut prendre la somme de ses projections sur deux axes 
de coordonnées rectangulaires. Bien entendu qu'on prendra cha- 
que projection avec son signe de position. 

Corollaire 4. Il suit de là qu'à une droite quelconque, donnée 
de grandeur et de position, on peut substituer tant d'autres droites 
qu'on voudra, pourvu que la somme de toutes les projections de 
ces dernières soit égale à la somme des projections des droites 
données; c'est-à-dire qu'à une droite Xt on peut substituer les 

droites a , ^g» c .,..^ m , pourvu qu'on ait, entre ces quantités, 

la relation 
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ou, à cause de l'indépendance du signe v^ — i , 

Sx cosf = a cosa -+- b cos^ -4- c cosy -+- . .-h m cos/a, 
j: sin Ç = a sin a -T~ ^ sin /8 -r- c sin y -r . . -r- m sin/A. 

On voit que toutes ces droites a^, 5., <^^« . . • peuvent être prises 

arbitrairement, à l'exception d'une seule, dont la grandeur et la 
position doivent être déterminées par l'équation (A) ou par ses 
équivalentes (B). 

Réciproquement on peut substituer à tant de droites, données 
de grandeur et de direction, qu'on voudra, une droite unique, 
pourvu que les projections de cette dernière sur deux axes rec- 
tangulaires soient respectivement égales aux sommes des projec- 
tions des premières sur les mêmes axes ; et alors sa grandeur et 
sa position se trouveront déterminées par les équations (B). 

CoBOLLAiRE 5. Si Ics droitcs jTb, a^, ^.> ^v*"*» ">» du corollaire 

précédent forment un polygone fermé, les équations (B) sont 
évidemment satisfaites. Donc on peut substituer à une droite 
quelconque donnée une suite d'autres droites, formant un poly- 
gone fermé avec la droite donnée; et réciproquement, à une suite 
de droites, formant un polygone non fermé, on peut substituer 
la droite qui fermerait le polygone. 

Application à la Mécanique. Les trois derniers corollaires sont 
immédiatement applicables à la composition et à la décomposi- 
tion des forces. En effet, une force, donnée d'intensité et de di- 
rection, peut toujours être représentée par une droite donnée de 
grandeur et de position, qui est le chemin parcouru, en vertu de 
cette force, dans l'unité de temps. En substituant donc, dans les 
trois derniers corollaires, les mots « force donnée d'intensité et 
de direction » à ceux-ci : « droite donnée de grandeur et de posi- 
tion », on aura immédiatement les théorèmes connus sur la com- 
position et sur la décomposition des forces. Cette théorie, qui 
était toujours sujette à quelques difficultés, se trouve donc réduite 
à une question de Géométrie de position. 

Remarque, Il est bon d'observer que, au moyen du signe de 

position ^ — I , les abscisses et les ordonnées se trouvent aussi in- 
dépendantes, en Géométrie de position, que le sont, en Mécani- 
que, les forces perpendiculaires entre elles. Cette conformité seule 
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établirait ud argument non équivoque en faveur de notre théorie, 
si d'ailleurs elle ne se justifiait pas d'elle-même. 

ThAorême m. Le signe de position t^ a aussi pour valeur i'"'', 

a 

c'est-à-dire que i^-= i**. 

Démonstration, Si l'on divise la circonférence décrite d'un 
rayon =i i en m parties égales, et qu'on mène des rayons aux 
points de division, ces rayons formeront, d'après la définition 3', 
une progression de grandeur et de position, dont les deux termes 
extrêmes seront également l'unité. On aura donc 

t ■» n 

I - i"* I — i"* I — i'^* 

m m m 

Supposant donc = a, on aura 



71 _ a 

m j Tf 



et, par conséquent. 



'a=» 



a 
aie 



Corollaire l^''. Il suit de ce théorème : i° que les rayons qui 
partagent en m parties égales la circonférence dont le rayon 
est I représentent les m racines /n'omet ^^e l'unité ; a^ que 
toutes ces racines sont égales entre elles et à l'unité, et qu'elles 
ne difiîèrent les unes des autres que par leur position ; 3° qu'enfin 
elles sont toutes également réelles, puisqu'elles sont représentées 
par des lignes données de grandeur et de position. 

Corollaire 2. En comparant ce théorème avec le précédent, on 
obtient immédiatement^es valeurs connues des racines de l'unité, 
qu'on peut exprimer, en général, par 

n aniî , — • 

r" = éî "* = COS h Sin • V — I . 

m m ' 

Remarque P"*. En combinant entre eux les théorèmes 11^ et IIP, 
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ainsi que leurs corollaires, on peut faire les rapprochements les 
plus curieux et les plus intéressants entre les arcs de cercle, les 
logarithmes naturels et les racines de l'unité, et rattacher ces 
trois branches de calcul à une seule et unique théorie. 

Remarque II, On Toit, par cette théorie des signes de position, 
qu'à la rigueur on pourrait se passer, en Géométrie, des signes h-» 

— et '±1^—1, comme signes de position; et que nos signes i,t 
1^,1 « 1m remplacent avec ayantage, en conservant la liaison 

de ces signes avec le signe général de position i^^. Il en résul- 
terait encore cet autre avantage, que les signes >i- et — ne servi- 
raient plus désormais qu'à indiquer l'addition et la soustraction , 
de sorte que ces signes n'auraient jamais qu'une même significa- 
tion ; ce qui éviterait bien des embarras, et serait en même temps 
beaucoup plus conforme aux règles d'une saine logique. 

TbAorêmb IV. Toutes les racines d'une équation de degré quel- 
conque sont réelles, et peuvent être représentées par des droites 
données de grandeur et de position. 

Démonstration. Il est démontvé que toute équation d'un degré 
quelconque est toujours décomposable en facteurs réels, soit du 
premier, soit du second degré; et conséquemment il suffit de 
faire voir que les racines d'une équation du second degré peuvent 
être représentées par des droites données de grandeur et de posi- 
tion. Or les racines d'une équation du second degré, étant de la 

forme x =p-:^^ç, sont immédiatement constructibles, par les 
corollaires 3* et 4" du théorème \l^ ; car : !<> si ^ est positif, or sera 
la somme ou la différence de deux quantités positives ou néga- 
tives, comptées sur l'axe des abscisses; 3^ si q est négatif, x sera 
une droite partant de l'origine et dont les coordonnées de l'autre 

extrémité seront p et ^ç. 

Telle est l'esquisse, très-abrégée, des nouveaux principes sur 
lesquels il me parait convenable et même nécessaire de fonder 
la Géométrie de position, et que je soumets au jugement des géo- 
mètres. Ces principes étant en opposition formelle avec les idées 
admises jusqu'ici sur la nature des quantités dites imaginaires, 
je dois m'attendre à des objections nombreuses; mais j'ose croire 
qu'un examen approfondi de ces même principes les fera trouver 
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exacts, et que les conséquences que j'en ai déduites, quelque 
étranges qu'elles puissent paraître d'ailleurs au premier abord, 
seront néanmoins jugées conformes aux règles de la dialectique 
la plus rigoureuse. 

Je dois, au surplus, à la justice de déclarer que le fond de ces 
idées nouTelles ne m'appartient pas. Je l'ai trouvé dans une lettre 
de M. Legendre à feu mon frère, dans laquelle ce grand géomètre 
lui fait part (comme d'une chose qui lui a été communiquée, et 
comme objet de pure curiosité) du fond de mes définitions 2* 
et 3®, de mon théorème I^**, et du corollaire 3^ de mon théo- 
rème II*; mais ce dernier n'était avancé que gratuitement, et n'é- 
tait justifié que par l'exactitude de quelques applications. Ce 
qui m'appartient en propre se réduit donc à la manière d'expo- 
ser et de démontrer ces principes, à la notation, et à l'idée de 
mon signe de position i^,. 

Je désire que la publicité que je donne aux résultats auxquels 
je suis parvenu puisse déterminer le premier auteur de ces idées 
à se faire connaître, et & mettre au jour le travail qu'il a fait 
lui-même sur ce sujet. 

Metz, le 6 de juillet i8i3. 



Remarque au sujet du Mémoire précédent {*). 

Il y a environ deux ans qu'écrivant à M. de Maizière, au sujet 
de son Mémoire inséré à la page 368 du P' volume de ce Recueil, 
je lui mandais qu'on avait peut-être tort de vouloir comprendre 
toutes les grandeurs numériques dans une simple série; et que, 
par leur nature, elles semblaient devoir former une table à double 
entrée qui, bornée aux seuls nombres entiers, pourrait être figu- 



(•) P. 71-73. 
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rée comme il suit : 



...,— 2— v/^, —I - ^—1, — v/~» H-»— /-T, -+-2— ^^f.. 

...,— a— î\/^,— I— ay'— >» —^yf^i, -r-i-aV—»» H-2— V~v.. 



en sorte qae déjà, comme M. Français, je supposais les nombres 

de la forme n ^—i situés dans une ligne perpendiculaire à celle 
qui renferme les nombres de la forme /i; et que, comme lui en- 
core, je représentais les nombres étrangers à ces deux lignes par 
la somme de leurs projections sur Tune et sur l'autre. 

Le même M. de Maizière, au sujet de quelques difficultés que 
j*aTais opposées au Mémoire que je viens de citer, me mandait, 
dès le mois d'avril i8i i : « Ce que j'avance ici sur les imagi- 
naires est une idée hardie, que je suis bien aise de jeter en avant, 
et dont, j'en suis sûr, vous avez déjà reconnu l'exactitude » ; et, 
un peu plus loin, « ce paradoxe cessera d'en être un, lorsque 
j'aurai prouvé que les imaginaires du second degré, et par consé- 
quent de tous les degrés, sont tout aussi peu imaginaires que les 
quantités négatives ou les imaginaires du premier degré ; et que 
nous sommes exactement, à l'égard des uns, dans la même situa- 
tion où étaient nos algébristes du xvii* siècle à l'égard des autres •. 

En rappelant ces circonstances, il est certes loin de ma pensée 
de chercher à dépouiller M. Français, non plus que le géomètre 
dont il a si bien su mettre les indications à profit, de la priorité 
de leurs idées; mais je veux montrer que ces idées ne sont point 
tellement étranges que le fond n'en ait pu germer dans plusieurs 
tètes à la fois. Il faudra sans doute faire beaucoup encore pour 
parer à toutes les objections, pour éclaircir toutes les difficultés, 
pour dissiper tous les nuages, pour étendre et perfectionner la 
nouvelle théorie, et en rendre bien évidents l'esprit, le but et 
les avantages; mais on ne peut espérer ces résultats que du temps 
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et des efforts réunis de tous ceux qui voudront bien ne pas rejeter 
cette théorie avec dédain, sans l'avoir sérieusement examinée. 

Ce qui me parait résulter bien clairement du Mémoire qu'on 
vient de lire, ce qui peut en être regardé comme le résumé, est 
la proposition suivante : « Lorsque cherchant, sur une droite in- 
définie, une longueur déterminée, mais inconnue, qu'on croit 
être d'un certain côté d'un point fixe pris sur cette droite, il ar- 
rive que cette longueur est réellement du côté opposé de ce point 
fixe, on trouve, pour la longueur cherchée, une expression néga- 
tive; et si cette longueur n'est pas même située sur la droite 
donnée, son expression se présente alors sous une forme imagi- 
naire. » 

J.-D. GeRG0!I2IE. 



II. 

Essai sur une manière de représenter les quantités imaginaires, 
dans les constructions géométriques ; par M. Argand (*). 



Au Rédacteur des Annales, 

Monsieur, 

Le Mémoire de M. J-F. Français, qui a paru à la page 6i du 
IV« volume des Annales ^ a pour objet d'exposer quelques nou- 
veaux principes de Géométrie de position, dont les conséquences 
tendent particulièrement à modifier les notions admises jusqu'ici 
sur la nature des quantités imaginaires. 

En terminant son Mémoire, M. Français annonce qu'il a trouvé 
le fond de ces nouvelles idées dans une lettre de M. Legendre, 
qui en parlait comme d'une chose qui lui avait été communiquée, 
et il témoigne le désir que le premier auteur de ces idées mette 



(*} AnnaltB de Maihimatiqw»» t. IV, p. 183-147. 
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au jour 80D travail sur ce sujet. 11 y a tout lieu de croire que le 
Tœu de M. Français est depuis longtemps rempli. J'ai publié en 
1806 un opuscule sous le titre d* Essai sur une manière de repré^ 
senter les quantités imaginaires, dans les constructions géomi' 
triques, dont les principes sont entièrement analogues à ceux de 
M. Français, ainsi que vous pourrez en juger par l'exemplaire que 
j'ai l'honneur de tous adresser (*). M. Legendre a eu, dans le 
temps, la bonté d'examiner mon manuscrit et de me donner ses 
avis, et ce doit être là, si je ne m'abuse, la source de la commu- 
nication dont parle M. Français. 

L'écrit dont il s'agit n'ayant été répandu qu'à très-petit nom- 
bre, il est extrêmement probable qu'aucun de vos lecteurs n'en 
a connaissance; et je crois pouvoir prendre cette occasion de leur 
en présenter un extrait, présumant que cette matière pourra les 
intéresser, au moins par sa nouveauté^ et faire naître chez quel- 
ques-uns d'entre eux des réflexions propres à perfectionner et à 
étendre une théorie dont mon Ouvrage ne présente encore que 
les premières bases. 

1. Si nous considérons la suite des grandeurs 

a^ 'la^ 3 <z, /j A,. . ., 

nous pouvons concevoir chacun de ses termes comme naissant de 
celui qui le précède, en vertu d'une opération la même pour tous, 
et qui peut être répétée indéfiniment. 
Dans la suite inverse 

. . . , ^a^ 3/7, 2<z, a, 0, 

on peut également concevoir chaque terme comme provenant du 
précédent; mais la suite ne peut être prolongée au delà de zéro, 
qu'autant qu'il sera possible d'opérer sur ce dernier terme comme 
sur les précédents. 



(*) L'Ouvrage se trouve à Paris, chez Tautenr, faubourg Saint-Mar- 
ceau, rue du chemin de Gentilly, n* 12 (*}• 

(*) C'est d'après cet exemplaire, appartenant aujourd'hui à BI. Chasies. qu'a 
él6 faite la présente édition. (Note de l'Éditeur.) 
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Or, si a désigne, par exemple, un objet matériel, comme un 
franc ^ un gramme, les termes qui, dans la' seconde suite, de- 
vraient suivre zéro, ne peuvent rien représenter de réel. On doit 
donc les qualifier àHmaginaires, 

Si a, au contraire, désigne un certain degré de pesanteur, agis- 
sant sur le bassin A d'une balance contenant des poids dans ses 
deux bassins , comme il est possible de diminuer a soit en enle- 
vant des poids au bassin A, soit en en ajoutant au bassin B, la 
suite en question pourra être prolongée au delà de zéro, et — a, 
— 3 a, — 3a,... seront des quantités aussi réelles que -t- a, 
-t- aa, -T- 3a,. . . . 

Cette distinction des grandeurs en réelles et imaginaires est 
plutôt physique qu'analytique; elle n'est pas d'ailleurs tout à fait 
insolite dans le langage de la Science. Le nom de foyer imagi- 
naire est usité en optique, pour désigner le point de concours 
des rayons qui, analytiquement parlant, sont négatifs. 

2. Lorsque nous comparons entre elles, sous le point de vue 
appelé rapport géométrique, deux quantités d'un genre suscepti- 
ble de fournir des valeurs négatives, l'idée de ce rapport est évi- 
demment complexe. Elle se compose : i® de l'idée du rapport 
numérique,' dépendant de leurs grandeurs respectives, considé- 
rées absolument; o9 de l'idée du rapport des directions ou sens 
auxquels elles appartiennent, rapport qui, dans ce cas-ci, ne 
peut être que Videntité ou Vopposition. Ainsi, quand nous di- 
sons -h a : — b :: — ma*. -^ mb, nous énonçons non-seulement 
que a;b :: ma : mb, mais nous affirmons de plus que la direc- 
tion de la quantité -h a est, relativement à la direction de la 
quantité — b^ ce que la direction de — ma est relativement à la 
direction de -^-mb; et nous pouvons même exprimer cette der- 
nière conception d'une manière absolue, en écrivant 

(A) -t-i : — I ::• ~ I : -t- 1. 

3. Soit proposé maintenant de déterminer la moyenne propor- 
tionnelle entre H- i et — i, c'est-à-dire d'assigner la quantité x 
qui satisfait à la proportion 

On ne pourra égaler x à aucun nombre positif ou négatif, d'où 
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il semble qn'oD doit conclure que la quantité cherchée est ima- 
ginaire. 

Mais, puisque nous avons trouvé plus haut que les quantités 
négatives, qui paraissaient d'abord ne pouvoir exister que dans 
l'imagination, acquièrent une existence réelle, lorsque nous com- 
binons l'idée de la grandeur absolue avec celle de la direction, 
l'analogie doit nous porter à chercher si l'on ne pourrait pas 
obtenir un résultat analogue, relativement à la quantité pro- 
posée. 

Or, s'il existe une direction </, telle que la direction positive 
soit k d ce que celle-ci est à la direction négative, en désignant 
par i^ l'unité prise dans la direction </, la proportion 

(B) H-i : i^:: i^: — I 

présentera : i^* une proportion purement mécanique i : i :: i : i ; 
30 une proportion ou similitude de rapports de direction, ana- 
logue à celle de la proportion (A) ; et, puisqu'on admet la vérité 
de cette dernière, on ne saurait se refuser à reconnaître égale- 
ment la légitimité de la proportion (B). 

4. Nous allons encore établir ici une distinction physique entre 
les quantités réelles et imaginaires. Que l'unité dont il s'agit soit, 
comme plus haut, un certain degré de pesanteur, agissant sur 
un des bras d'une balance. Nous avons trouvé que ce genre de 
grandeur peut réellement être positif ou négatif; mais on ne 
saurait aller plus loin, et on ne peut en aucune manière conce- 
voir un genre de poids tel que i^ qui représente quelque chose de 

réel. Donc, dans ce cas, i^est une quantité imaginaire. 

Prenons maintenant pour unité positive une ligne KA (Jig. i), 
considérée comme ayant sa direction de K à A. Suivant les no- 
tions universellement reçues, l'unité négative sera Kl, égale à K A, 
mais prise dans un sens opposé. 

Tirons KE perpendiculaire à IKA; nous aurons la relation sui- 
vante : 

La direction de KA est à la direction de KE comme celle-ci est 
à la direction de Kl. 

La condition nécessaire pour réaliser la proportion (B) se trou- 
vera donc complètement satisfaite, en prenant pour d la di- 
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rection de KE, et on aura 



'.= KE. 



quantité tout aussi réelle que KA. et Kl. On Toit aussi que la 
même condition est également remplie par KN, opposée à KE, 




ces deux dernières quantités étant entre elles :: + i : — i, ainsi 
que cela doit être. 

De même qu'on a assigné une moyenne proportionnelle réelle 
KE entre + 1 et — i, ou entre KA et Kl, on pourra construire 
les moyennes KG, KG,. . ., entre KA. et KE, KE et Kl,. . .. 

De là, et par une suite de raisonnements que nous supprimons, 
on arrivera à cette conséquence générale, que, si {Jig. i) 

ang. AKB::^ang.A'K'B', 

on a, abstraction fuite des grandeurs absolues, 

KA:KB ::K'A':K'B'. 



C'est là le principe fondamental de la théorie dont nous avons 
essayé de poser les premières bases, dans l'écrit dont nous don- 
nons ici un extrait. Ce principe n'a rien au fond de plus étrange 
que celui sur lequel est fondée la conception du rapport géomé- 
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trique entre deux lî^es de signes différents, et il n'en est pro- 
prement qu'une généralisation. 

Fîg. 2. 




5. Comme, dans ce qui suirra, nous aurions à répéter fréquem- 
ment la phrase : lignes considérées comme tirées dans une certaine 
direction, nous emploierons l'expression abrégée : lignes en di- 
rection ou lignes dirigées ; et nous dénoterons par AB la liijne AB 
dirigée de A en B, et par AB simplement cette même ligne con- 
sidérée dans sa grandeur absolue. Nous préférons le mot de 
direction à celui de position, parce que le premier indique, entre 
les deux extrémités de la ligne, une différence, essentielle dans 
notre théorie, que ne marque pas le dernier. Nous pourrons réserver 
celui-ci pour désigner collectivement deux directions opposées, et 

nous dirons que AB et BA ont la même position. 

6. Nous allons maintenant examiner comment les lignes diri- 
gées se combinent entre elles par addition et multiplication, et 
en construire les sommes et les produits. 

La multiplication ne présente aucune difficulté. I3n produit 
A X B n'étant autre chose que le quatrième terme de la propor- 
tion I : A :: B : X, il ne s'agit que d'appliquer aux lignes données 
le principe du n^ 4. 

Quant à l'addition, la règle que nous allons donner peut se 
démontrer facilement par les théorèmes qui donnent les sinus 
Jrgand. " 
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et cosinus de la somme de deux arcs ; mais il semble qu'il serait 
plus élégant de la tirer a priori des principes de la chose. En 
raisonnant par analogie, on peut remarquer que, lorsqu'il s'agit 
d'ajouter deux lignes, positives ou négatives, a, b^ on a pour règle 

générale, quels que soient les signes, de tirer d'abord AB = Tune 
des lignes, a par exemple; de prendre le point d'arrivée B de cette 

ligne pour point de départ de la ligue ^, de tirer ensuite BG =^b\ 

et la ligne AG, dont les points de départ et d'arrivée A, G sont 
respectivement le point de départ de la première ligne a et le 
point d'arrivée de la seconde ligne ^, sera :z:za-r' b. 

Généralisons ce principe, et nous conclurons que, A, B, G,. . ., 
F, G, II étant des points quelconques, on a 



AB-t- BG-i-G...4-...-H ...t — FG-t-GH ^ AH. 

7. On peut décomposer une ligne en direction donnée KP 
{fig. 3) en deux parties appartenant à âes positions données KA 

Fig. 3. 



et KB^ 11 suffit pour cela de tirer, sur KB, KA, les lignes PM, PN, 
parallèles à KA, KB; et on aura 



KP =. KM -t- MP ^ KN -t- INP; 



mais, comme on a 



KM^^NP et KN = MP, 
et comme d'ailleurs il n'y a que ces deux manières d'opérer la 
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décomposition proposée, il faut en conclure, en |;énéral, que si, 
ayant 

Â -t- B = À' -H F, 

A, A' ont la même direction a, et B, B' la même direction b^ a cXb 
n'appartenant pas à la même position, on doit aToir aussi 

À =^ V et ^ — W, 

Cette partition a fréquemment lieu, lorsque Tune des positions 
est celle de ihi et l'autre la position perpendiculaire; ce qui re- 
vient à la séparation du réel et de l'imaginaire. 

8. Passons aux applications, et établissons d'abord quelques 
conséquences dont l'emploi est le plus fréquent. 

Soient (/^. 4) AB, BC,..., EN, AB', B'C',. . ., E'N' de:» arcs 



Fig. 4. 




égaux, au nombre de n, de chaque cdté du point A; KA étant 

6. 
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prise pour unité; et soit KB = u; on aura 



KA 
ÎCÂ 



KA 
KÂ 



I, KB = tt, KC = tt% KD=tt»,..., KN = 
I, KB' 
KB 



-, KG 
u 



-</ 



-., KD'=Av» KN'= — 



II-, 
I 



w 



w 



w 



KB' 



_KC^ 
K(y 



KD' 



= «' 



1 • • • > 



KN 

kpT' 



= // 



SA 



Et, si l'on prend, sur les rayons correspondants K/3' = K/3, 
K/=Ky, K(?'= Kt^,..., les longueurs K/3, K*/, KJ,. . . étant à 
volonté, on aura encore 



K^ 

K^ 



— -=t£' 






K/ 









Si sur des rayons KA , KM, KN,. . ., pris pour bases, on con- 
struit des figures semblables, et que a, m, /2 , . . . soient des lignes 
homologues de ces figures, on aura 



(C) 



m i- a X KM , n -- a >; KN , . . . . 



Fig. 5. 




9, Soient {/Ig. 5) arcAB = CD :r= «, arcAC = 6; on aura 



es, 6, 7) 
«>b(b-i-J) + ^~ •In(a + i]^Ki-hJÏJ^KJ) = KBxKC 

^(co.fl + v'^«iDfl)(co»* + V^~sîii*) 

= {cota CMi — iinaa'inb)-i-^ — i {sinacotà -+- eosn tiaè); 

donc, en séparant, 

GOi(a 4- i] :=^ MsocoiA — lioiiilnf, 
iin(A -I- A) = ilnacoii -i- cota Biai. 

Soient (Jig. &)AC — a, AB ^ *, BD = i BC ^ " ^^ : prenons 

Pis. 6 




= (cosd -i-^— 1 ilaa) — (cos* -t- y* — i sini) 
= (RÏ -.- 7Ô) - ( K^ + ^ ) = îtC - KB 
= itC -I- BK = BC = a5c = ( n» 8, C ) a TË X iÏD 
= i7Bx(iîl-i-?D) 
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Donc, en séparant, 



a — b a -+■ b 
cosa — cos* = — Qiin sin 9 



sina — 6inb =. 



, a — b a -i~ b 

9 8in cos < 

1 2 



Soient {Jîg. 7 ) AB, BC, . . . , EN des arcs égaux, au nombre de n, 




K ^ 

et Taisons AB ~ a. Nous aurons 

cosna+ ^— I sin /la — cos AN •+■ yf—i sin AN 
.-3. kv H- ;;N = KN ^ KB" - (K^ H- p)" 
— (cosa -t- ^ —i sina)". 

On aura encore 

T I 

cosa -+- v^-- 7 sin a = K^ -h p ~ KB -- KN'* -— (kÎ -1 Tn)" 

N \ rt\«~V / 7n 



=^K 



4-K^) 



1 .1 



m 



K^i-OG"")/ ^ 



1.3.3 



K 



] 



= (coswa) 



7i\ i^ — isinwa n\n / { — \) sin* na 1 

I n ^ 1_... . 

L n cos na 1.3 cos'/ia J 
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Faisant /la = j* et ensuite /i = oo , on obtient, par les termes 
affectés de ^ — i « 

X = tangjr — - tang'x -h - tang'x — . . . . 
Soit Tare AN ^fig' 7 ) divisé en n parties égales. Les rayons 



KA , KB , KG , . . . forment une progression géométrique, et les 
arcs correspondants, ou certains multiples de ces arcs, peuvent 
être pris pour les logarithmes de ces rayons. 

Posons logKN = m. AN = m/i. AB, m étant le module indéter- 
miné. Si Ton fait n = oo , Tare AB pourra être considéré comme 

une droite perpendiculaire sur KA ; on aura donc 

ÂB=^V^^^» o" AB = — v'^ÂB; 

ainsi 

logKN = m/i. AB =^ — mn y^— 7 kÂ - — mn yf^i (aK -t- KB) 
^_ __ nm yl'^x \- i -^- KN" j. 
Faisant KN = i-j- j:, il vient 

Iog(i -i- x) = — m/2 v^ — I [— I -H (i -H x)" J 

— — mn yf^i 1— i-t-i4--J: x'-i-... 1 

L « 2/1 J 

/ — / x» x" \ 

ou encore, parce que m est indéterminé, 

log(i -f- j:) = /n ^x-^ -f-|-— ^-J- ..V 

Divisons les deux arcs égaux AN, AN' CA?. 8) en n parties égales; 
tirons la double tangente nn\ et les sécantes K^, Kc, . . .; nous 
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aurons (8) 



KA Kè Kc 



K/i 



donc les arcs correspondants, on certains multiples de ces arcs, 



Fi0. 8. 




peuvent être pris pour les logarithmes de ces mêmes quantités, 
savoir : 

m . AN ~ log • 

kn' 

Soit AN - - j:, on a 



, k/i , KA + A/t , i-^^^ftanffjr 

mx ^ log—— =-. lOgrrT- --; = lOg - -^ 1— 

n/* A.A-1-A/t I — ^— itangj: 
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Soit encore ^fig* 9) Tare AN = aa diTiié en un nombre infini 




? A 



AN 



(D) 



de parties égales, dont AB soit la première; prenons AP= — = a, 
et tirons AN, KP et P f ; nous aurons 

layf^ï^zi aAN^— i — î/i.ABy^— 1 ^a/i.AB 
= ait (ÂK -T- KB) = 2/1 \- I -h KN"/ 
= a/iL-H-(KÂ-t-ÂNj''J =aitl-i4-(i-f-ÂNj''J 

r -(--■) 1 

= a/i — i-f-i-h-ANH AN -h. . 

L n i.J J 

/-— AS* AN* \ 

= a(^AN-— 4.— -...Jî 

mais (8) 

ÂN = 2/rN = îi^xKP=a?P(K^ ^?P) 
= a^— I sina(co8a-f- ^— i sina), 



d*où 



AN' = — (asinfl)" (cosaa -ny'— i sinaa), 
an' = — y^(asina)*(cos3<i-f-v/— I sinSa), 



^ ÔO - 
En substituant ces Taleuri dans la série (D), et séparant, il vient 

7s\na (2 8in/2^* . (isinaV _ 

'2a —-i cosa H sin-ia ^ cosôa — . . . , 

12 3 

omna . (gsinaV (^sin^iV . . 

o ~ sm a -+- cos a a H z — - sin 3 a — .... 

1 3 3 

10. Nous bornerons ici ces applications. On peut, ainsi que nous 
l'avons fait dans notre Essai, obtenir, d'une manière analogue, 
les principaux théorèmes de la Trigonométrie, comme les dévelop- 
pements de sin/itf, cosna, (sina)», (cosa)», les sommes de séries 

sin^x -f- 8in(<i-f- b) -^ sin {a -^ i b) -h- . . . , 
coaa -r- cos(<i-i- b) -t~ cos (a -t- 2^) -i-. . . , 

et la décomposition de j:~" — 2j?''cos/za-i-i en facteurs du se- 
cond degré. 

Comme application à l'Algèbre, nous démontrerons que tout 
polynôme 

I 

est décomposable en facteurs du premier degré, ou, ce qui revient 
au même, qu'on peut toujours trouver une quantité qui, prise 
pour x, rende égal à zéro le polynôme proposé, que nous dési- 
gnerons par ^, les lettres a, ^, ...,/, ^ n'étant point d'ailleurs 
restreintes ici à n'exprimer que des nombres réels 
Soient r , Xp^çi ^^s valeurs de x résultant des suppositions 

X ■-- p, X =^ p ~\- pi, p et i étant des nombres pris à volonté, et 
p désignant un rayon en direction ; on aura 



-~y„-^ ipQ -+■ *V'R -+- ''V"S ■+- . • .-^ '"/»", 



P 



Q, R, S, . . . étant des quantités connues, dépendantes de p, n, 
a, bf Cf. . ., /, fff qui s'obtiennent en développant les puissances 
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de p-i- p I. Si l'on suppose t infiniment petit, les tennes affectés 
de (*><*, . ., t" disparaissent, et Ton a simplement 

Construisons le second membre de cette équation suivant les 
règles précédentes. Soit a l'angle que fait r avec la ligne prise 

pour origine des angles; on peut prendre p de manière que l'pQ 
fasse avec cette même ligne un angle — a, c'est-à-dire que la di- 
rection de ipQ soit opposée à celle de r . La grandeur de^ ^ 
sera ainsi plus petite que celle de^ . On obtiendra, de la même 
manière, une nouvelle valeur de^, plus petite que ^ ^ ., et ainsi 
de suite, jusqu'à ce que^ soit nul ; donc, etc. 

Cette démonstration est cependant sujette à une difficulté dont 
nous devons la remarque à M. Legendre. La quantité Q peut être 
nulle, et alors la construction prescrite n'est plus praticable; mais 
nous observerons que cette objection n'anéantit pas notre dé- 
monstration ; car le terme i*p* R, ou le terme i*p* S, si R est nulle, 
et ainsi de suite, peut remplacer le terme ipQ, puisque p*^ /s',. . . 
sont des quantités de la même nature que p. Or, quand même on 

voudrait supposer tous ces termes nuls, le dernier au moins /"/s" 
ne le serait pas. 

11. La théorie dont nous venons de donner un aperçu peut être 
considérée sous un point de vue propre à écarter ce qu'elle peut 
présenter d'obscur, et qui semble en être le but principal, savoir : 
d'établir des notions nouvelles sur les quantités imaginaires. En 
effet, mettant de côté la question si ces notions sont vraies ou 
fausses, on peut se borner à regarder cette théorie comme un 
moyen de recherches, n'adopter les lignes en direction que comme 
signes des quantités réelles ou imaginaires, et ne voir, dans l'usage 
que nous en avons fait, que le simple emploi d'une notation parti' 
culière. Il suffit, pour cela, de commencer par démontrer, au 
moyen des premiers théorèmes de la Trigonométrie, les règles de 
multiplication et d'addition données plus haut; les applications 
iront de suite, et il ne restera plus à examiner que la question de 
didactique : « si l'emploi de cette notation peut être avantageux ; 



■ s'il peut ouirir des chemiDi plus courts et plus beile» pour dé- 
montrer certaines Téritéi >. C'est ce que le ftit seul peut décider. 

12. Nous ne crojons pas devoir omettre quelques aperfiis sur 
une extension dont nos principes partissent susceptibles. Soient, 
comme plus haut (_/f^. lo), KÂ = + i, KC = -i, KB = -t-v'~'. 
KD = — ^ — I ; tout autre rajon K.N, mené dans le plan de ceui- 
li, sera de la forine /> H- J V ~ ' > ^' réciproquement, toute expres- 




sion de cette forme sera celle d'une ligne dirigée dans ce plan 
Tirons maintenant, du centre K, une perpendjcolaire KP — KA à 
ce plan. Que sera cette ligne dirigée KP relativement aux précé- 
dentesP Leur sera-t-elle tout à fait hétérogène, ou bien peul-an 
ta rapporter anal^tiquement h l'nnité primitive KA , et assigner 
son eipression algébrique, comme celle de KB , KC,. . . ? 

Si nous nous laissons guider par l'analogie, voici ce qu'elle nous 
suggère sur ces questions. 

En prenant pour unité des angles la circanfërence entière, il 
suit des principes ci-desaus qu'un rayon en direction. Taisant un 
angle «avec KA , peut être exprimé par i'; mais, d'après la nature 
des exposants, cette expreasien a des valeurs multiples, lorsque k 
est Traction naire, ce qui peut amener quelques diŒcultés. Ou 
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évitera cet inconvénient, en employant la notation de M. Français 
(Mémoire cité), et en écrivant i^; on aura ainsi 

KA = i„ kB=:i,, KC^i,, KD^i,. 

k l 1 

Nous avons pris, de part et d'autre du point A, sur la circonfé- 
rence ABCD, deux directions opposées, affectées Tune aux angles 
positifs, l'autre aux angles négatifs. Or, si nous appliquons aux 
mêmes angles les mêmes considérations qu'aux lignes, nous se- 
rons conduit à prendre les angles Imaginaires dans une direction 
perpendiculaire à celle qui appartient aux angles réels. 

Supposons que le demi-cercle ABC tourne autour de AC, le 
point B décrivant le cercle BPDQ ; puisqu'on a déjà 



angle AKB =^ -i- 7 = - . (h- i). 



angle AKD = — 7 = 7 . ( - i), 

4 4 



on pourra dire que 



angle AKP — j yj — i z^ 7 . 1 , ; 

4 4 - 

4 



d'où Ton conclura 



,xfT7 






- . I - 

41 4 

4 



V-' 



V=T 



Toile parait devoir être l'expression analytique demandée. 

Si l'on prend un point M sur le cercle BPD, tel qu'on ait 
angle BKM =^ yu, on aura pareillement 

angle AKM — -^ ( cos/* h- y/— 1 sin /a ) ; 
et en faisant, pour abréger, cos/*-i- \J—i sin/x = /», 

I? 171/ I .\eosn-t-yPT»Ini* 



•* ù 



? 
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C'est l'expression générale de tous les rayons perpendiculaires au 

rayon primitif KA. 

Cherchons maintenant l'expression de Tangle BKF. 

De part et d'autre du point B, sur la circonférence ABC, les angles 
sont positifs et négatifs réels, et le plan BKF est perpendiculaire 

à leur direction; il semblerait donc que l'angle BKP est, ainsi 

que l'angle AKF, =--y/— i, et qu'il en doit être de même de 

tout angle MKF , N étant pris sur la circonférence ABCD ; mais on 
s'aperçoit bientôt de la fausseté de cette conclusion, en faisant 

coïncider N avec le point C, ce qui donnerait CKP = -r \J — i , tan- 

4 

dis que cet angle est évidemment — AKF =^ — j y'— i . 

Four éclaircir cette difficulté, observons que, une direction étant 
adoptée pour celle de -r-i, il y a une infinité de directions qui 
lui sont perpendiculaires, parmi lesquelles on en prend arbitrai- 
rement une, pour l'affecter à l'unité imaginaire v/— i. L'expres- 
sion générale de toute unité prise dans l'une de ces directions est, 
comme nous venons de le voir, 

Imaginons au point A une infinité de directions perpendicu- 
laires à la circonférence en ce point ; une de ces directions sera 

parallèle à KF. C'est celle que nous avons prise pour construire 

les angles imaginaires positifs -h a y/— i , c'est-à-dire que nous 

avons choisi, pour ce cas, p = i := KA. Pareillement, au point C, 

la direction parallèle à KF nous a donné les angles imaginaires 

négatifs — a y'— i , c'est-à-dire que nous avons fait p = — i — KC. 

Donc l'analogie nous conduit à faire p = y'— î = KB , lorsqu'il 
s'agit de la direction parallèle à KF, à partir du point B. 

L'angle BKP aura donc pour expression 

J(v^)^. 
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13. Nous ne pousserons pas plus loin ees aperçus, et nous ob- 
seryerons, en terminant, que les expressions a, a^, a^ , qui dé- 

signent des lignes considérées par rapport à une, à deux, à trois 
dimensions, ne sont que les premiers termes d'une suite qui peut 
être prolongée indéfiniment. 

Si les notions exposées dans l'article précédent étaient admises, 
la question, souvent agitée, de savoir si toute fonction peut être 

ramenée à la forme p -^q V^ ' se trouverait résolue négative- 
ment ; et KP = ( v^ — 1 ) offrirait l'exemple le plus simple d'une 
quantité non réductible à cette forme, et aussi hétérogène par 

rapport à V'— i que l'est côlle-ci par rapport à -f- 1. 

11 «xiste, à la vérité, des démonstrations tendant à établir que 
la fonction (a-f-fty^— i /'"^"^ " * peut toujours être réduite à la 

forme p-^ q yj — i ; mais qu'il nous soit permis de remarquer sur 
ces démonstrations que celles qui emploient le développement 
en séries ne sauraient être concluantes qu'autant qu'on prouverait 
que p et q ont des valeurs finies. Il arrive souvent, en effet, dans 
l'Analyse, qu'une série qui, par sa nature, ne peut exprimer que 
des quantités réelles, prend une valeur, ou plutôt une forme in- 
finie, lorsqu'elle doit représenter une quantité imaginaire; et l'on 
peut présumer pareillement qu'une série composée de termes de 

la forme p-hq V — i ou a^ peut devenir infinie, si elle doit expri- 
mer une quantité de l'ordre a^ . 

Quant aux démonstrations qui emploient les logarithmes, elles 
laissent aussi, ce nous semble, quelques nuages dans l'esprit, en 
ce qu'on n'a pas encore des notions bien précises sur les loga- 
rithmes imaginaires. 11 faudrait d'ailleurs s'assurer si un même 
logarithme ne pourrait pas appartenir à la fois à plusieurs quan- 
tités d'ordres différents a, a^, a^ . En outre, la multiplicité des 

valeurs dues aux radicaux de l'expression proposée est une autre 
source d'incertitude, de telle sorte qu'on pourrait parvenir, de la 

manière la plus rigoureuse, à réduire (a-t-&^— i}""*"'*v~' à la 
forme p-i-q^ — i j sans qu'il s'ensuivit nécessairement que cette 
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fonction n*a pas encore d'autres valeurs de l'ordre «£ , non ré- 

c 

ductibles à cette forme C*). 



ni. 

extraits 4e deux Lettres, l'une de M. J.-F. FRAiiçAlSf professeur à 
l'École impériale de V Artillerie et du Génie ^ et Vautre de 
M. Servois, professeur aux Écoles d^ Artillerie, 

Au Rédacteur des Annales, 

Sur la théorie des quantités imaginaires (**). 



Lettre de M. Français. 

En attendant que le Mémoire de M. Argand, que tous me faites 
l'hunncur de m'annoncer, me soit parvenu, je prends. Monsieur, 
la liberté de vous indiquer brièvement les résultats auxquels j'ai 
été conduit par mes réflexions sur la manière d'étendre la nou- 
velle théorie dos imaginaires à la Géométrie à trois dimensions. 



( * ) On ne peut, sans doute, que saroir beaucoup de gré à M. Français 
d'avoir, en quelque sorte, provoqué M. Argand à donner plus de publi- 
cité à 868 vues sur l'un des points les plus délicats et les plus épineux de 
l'Analyse algébrique. Espérons qu'il s'établira désormais une heureuse 
rivalité entre ces deux estimables géomètres, et qu'ils s'empresseront, à 
Tenvi l'un de l'autre, à perfectionner et à édaircir l'intéressante théorie 
dont ils viennent de poser les fondements. J.-D. Gbroonnb. 

(**) AnnaUi de Mathématiques, t. IV, p. 923-SS5. 
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D'après ma définition 4* (p. 66), les angles, tant positifs que 
négatifs, sont censés situés dans un même plan, que, pour abré- 
ger, j'appellerai plan des xy. Il serait donc naturel de supposer 
que les angles imaginaires sont situés dans des plans perpendi* 
culaires à celui des^r;^, et l'analogie seule justifierait cette sup- 
position ; mais on peut en démontrer la légitimité comme il suit : 

l'angle di fi ^ — i est un moyen proportionnel de grandeur et de 
position entre -i- )9 et — )9; donc il est situé par rapport à Tangle 
H- j8 comme l'angle — )9 est situé par rapport à lui ; ce qui ne 
peut avoir lieu qu'autant que le plan qui contient l'angle 

àzfi^ — I partage en deux parties égales l'angle formé par les 
plans des angles + ^ et — fi. Or ces deux plans se confondent 

en un seul; donc le plan qui contient l'angle ±^ ^ — i est per- 
pendiculaire au plan des xjr. Réciproquement, tout plan perpen- 
diculaire à celui des xjr partageant en deux parties égales l'angle 
formé par les plans des angles positifs et des angles négatifs, tout 
angle fi, situé dans un plan perpendiculaire à celui des ay, peut 
être considéré comme moyen proportionnel de grandeur et de 
position entre les deux angles -^ fi et — fi; donc sa yalenr de 

grandeur et de position est ^ fi^ — ». 
Il suit de là et de mes théorèmes 2* et 3* (p. 68 et 7a) qu'on a 

=. coa{ fi ^^) -H^^8in(^/^j. 

Voilà donc aussi les sinus et cosinus hyperboliques de Lambert 
rattachés à la même théorie que les arcs de cercle, les loga- 
rithmes naturels et les racines de l'unité. 
11 suit encore de là qu'on a 

= e*v/=^ [cos {fi yf^i) -H v^:=7 sin [fi yj'^i) ] 
= cos a cos ( fi ^— I ) -h ^— i sina cos{ fi ^ — i) 

.^^=I7.c«V^sin(a/^). 
Jrgand, 7 
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Donc 

«j^_j_. rr^=aco9aco8(/3v'--r)4-^--i .asînacosf/S^^) 

Les projections de a sur les trois axes des coordonnées, ou plu- 
tôt ses trois composantes, seront donc 

«cosacos(/3^— I ), 

^— I .«sina cos(/3 ^— i ), 

V— r.«.8in(^V^^). 

Voilà, Monsieur, le résultat auquel je suis parvenu ; mais je 
vous avoue que je n'en suis pas encore satisfait. Je voudrais éla* 
{{uer entièrement la notation imaginaire, comme je Tai fait pour 
la Géométrie à deux dimensions. Je m'explique : pour la Géomé- 
trie à deux dimensions, j'ai réduit les droites obliques de la forme 

A-i-Bv'-i & celle a^, où a représente la grandeur absolue 

de la droite, et a l'angle qu'elle fait avec l'axe des abscisses. Dans 

la Géométrie à trois dimensions, je voudrais exprimer la position 

d'une droite quelconque par a^ , où a exprimerait la grandeur 

A 

absolue de la droite, a l'angle qu'elle fait avec l'axe des abscisses, 
et A celui que le plan de l'angle a fait avec le plan des xj; mais 
toutes mes tentatives à cet égard ont été jusqu'ici infructueuses. 
Je désire que quelqu'un plus habile que moi vienne à bout de 
compléter cette lacune. Quoi qu'il en soit, je suis persuadé que . 
le vrai moyen d'étendre notre théorie des imaginaires à la Géo- 
métrie à trois dimensions réside dans la considération des angles 
imaginaires. 

Metz, le 8 de novembre i8i3. 

P. S, Je viens de recevoir à l'instant le Mémoire de M. Argand, 
que j'ai lu avec autant d'intérêt que d'empressement. Il ne m'a 
pas été diffîcile d'y rcconnaitre le développement des idées con- 
tenues dans la lettre de M. Legendre à feu mon frère; et il n'y a 
pas le moindre doute qu'on ne doive à M. Argand la première 
idée de représenter géométriquement les quantités imaginaires. 



C'est avec bien du plaisir que je lui en fais hommage, et je me 
lëlicite de Tavoir engagé à publier ses idées, dans Tignorance où 
j'étais de leur publication antérieure. J'ai tu aussi que nous nous 
étions rencontrés dans le principe qui doit serrir à étendre cette 
nouvelle théorie des imaginaires à la Géométrie à trois dimen- 
sions; mais, en partant d'un même principe, nous parvenons à 
des résultats différents. 

J'ai dit plus haut que je n'avais pu parvenir à ramener l'expres- 
sion de la position d'une droite quelconque dans l'espace à la 
forme a , Voici quels sont les motifs de cette impuissance. 
J'avais essayé de faire, par analogie, 

a^=: a.c^^— * ==a(cosA-i-^— 1 sinAJ, 

d'où l'on tire 

( aJ^i\e^^' f I . 'cotA-4-v'^"BA 

i^ = \e V j = ^cosaH-y — * sinay ^ , 

ce qui, dans le cas de a=-7, A=^-:r donne 
-» ' 2 2 

-JC.X 

a I 

-X 

a 

comme le trouve M. Argand. Mais, en faisant le développement 
du cas général, on a 

«A 

(a cosA -H yP^i • a sin a) \P^ 

^^.acosA (v^^.asInA) ^^ 

— [cos( a cosA)-h^— I sin(a cos A)] 

X [cos(v^— I .asinAJ-h^— Tsin(^— 1 . asînA)] 
= cos (a cos A) cos (v/ — i . a sinAJ 

y'— I sin(acosA)cos(^ — i . asinAj 

V^ir7.e>/^ *''^'^.sin(V~.asinA}, 

7- 
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expression qui, vu la double transcendance de ses termes, me 
parait inadmissible. Sa comparaison avec 

»x^.aJr7 = cosAcos(/xV'^)-i-^— I sinAcos(yoi^— i) 
4_yC::e^v/=^sin(/*>pr) 

me l'a fait rejeter entièrement, parce que les angles a et A sont 
aisés à déterminer en X et fi, par la Trigonométrie sphérique. 
On trouve, en effet, 

cosJicos(/AV^ i) = cos«, 
sinAcos(/*^--i) = 8Înacos(A^^), 
sin(/A^— i) =:8inasin (a^^); 

d'où l'on déduit 

cosa 



cosJl = 



sinA = 



Vi— sin'a8in*(A^-i; 

sin a cos f A ^ — i j 
V I — sin* a sin* ( A ^— i) 



On a donc 



la = [cosa 4-^—1 sin a cos ( A ^—1 j J 



A 



tsinasinVAy — i) / — H 

yi — sin* a sin* A y — ij J 



Il me parait prouvé, d'après cela, que a^ ne doit pas être 
déterminé de la même manière que a^, et que l'analogie sup- 
posée entre les angles et les lignes ne subsiste pas. 

Vous avez dû remarquer, au surplus, Monsieur, que M. Ar- 
gand ne démontre pas ma proposition 

«^ =. a (cos a -h ^~i sin a) , 

et que cette proposition fondamentale n'est chez lui qu'une 
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simple supposition, justifiée seulement par quelques exemples (*). 

Je n'ai pas trop yu non plus, Monsieur, pourquoi M. Argand, 
n^' 12 (p. 9a), introduit une nouvelle unité, en posant 3ff=:i; 
cela m'a paru répondre de l'obscurité sur le reste de son Mé" 
moire. 

Enfin j'aurais peine à passer à cet estimable géomètre son 

assertion sur la non-réductibilité de (<^^-— i) ~~' à la forme 

On a, en effet, 

/ lof(cV^-^v lofc-i-lo(^^ lofc-»--«v^ 



donc 






^__.^rf^C7_ ^(rflofc) V^^""î' 



(ev^z:7r^-'= ■"''" 



-Irf« 



= e * [cos(</logc) -f^— 1 sin(</logc)], 

qui est bien de la forme A + B y'— 1 . Je crois donc être fondé à 

ne regarder la forme ( c y/— 1 ) ^ , qu'il assigne à la troisième 
coordonnée, que comme une simple conjecture, sujette à une 
sérieuse contestation. 



Lettre de AI, Seetois. 

3'accueille ordinairement avec faveur, mon vieux camarade, 
les idées nouvelles en fait de doctrine, surtout lorsqu'elles se 



(*) La démonstration de cette proposition n'était point nécessaire dans 
le système de M* Argand, qai a admis, comme définiiion de nom, que la 
somme dirigée de plusieurs droites dirigées se compose de l'ensemble des 
expressions de ces droites prises eu égard à leurs signes de direction, et 
M. Argand n'a fait en ceci que donner une extension fort naturelle à une 
définition généralement admise en Algèbre. J.-D. Geboonnb. 
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présentent sous la garantie de noms connus honorablement par 
d'autres travaux scientifiques. Loin donc que je songe à donner 
aux idées de MM. Argand et Français sur les imaginaires les qua- 
lifications odieuses d'inutiles, d* erronées, etc., qui ne prouyeraient 
autre chose que peu de courtoisie et beaucoup de prévention de 
ma part, je désire vivement, au contraire, qu^elles puissent ac- 
quérir avec le temps ce qui leur manque encore sous le rapport 
de l'évidence et de la fécondité. C'est donc dans cet esprit, c'est 
autant dans l'intérêt de la science que pour satisfaire au vœu que 
vous manifestez de connaître mon opinion personnelle sur ce 
sujet, que je hasarde ici les réflexions suivantes. 

i^' La démonstration du 1*' théorème de M. Français (p. ^7) 
est , à mon avis, tout à fait insuffisante et incomplète. En efi*et , 

cette proposition, qui en fait la base : « La quantité ±z a ^— i 
est une moyenne proportionnelle de grandeur et de position 

entre -f- a et — a », équivaut à ces deux-ci , dont une ( z^za^— i 
moyenne de grandeur entre -ha et — a) est évidente, et dont 

l'autre (dray — 1 moyenne de position entre -ha et — a) n'est 
pas prouvée, et renferme précisément le théorème dont il s'agit (*). 
Cela est d'autant plus fâcheux que tout le reste du Mémoire porte 
sur ce premier théorème. Quant à M. Argand, il s'est contenté 
d'appuyer cette proposition sur une sorte d'analogie et de con- 



(*) La moyenne proportionnelle de grandeur entre +a et —a n'est 
et ne saurait être que a; car, lorsqu'on parle uniquement de grandeur, 

on doit faire abstraction des signes, et ^a,a = a. Mais lorsqu'on prend 

pour la moyenne ± a ^—1 , on annonce par là même qu'on a eu égard 
aux positions inverses de -<- a et — a; la moyenne doit donc alors conseï^ 
ver Tempreinte de cette considération; elle est donc, par le fait même, une 
moyenne déposition aussi bien que de grandeur : l'interprétation du sym- 
bole ziza^^i est donc réduite à chercher une droite de laquelle on 
puisse dire qu'elle est posée par rapport à + a, comme — a est posée 
par rapport à elle. 

M. Servois trouve évident que, dans Tancienne doctrine, ± a ^^ 
soit moyenne de grandeur entre -4- a et — a. Il me parait pourtant diffi- 
cile de concevoir qu'une négation de grandeur, un être de raifonf puisse 
être moyen entre deux grandeurs effectives» J.-D. Gumommb. 
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▼enance. Or il me parait que, lorsqu'il s'agit de fouder une doc- 
trine extraordinaire, opposée en quelque sorte aux principes 
reçus, dans une science telle que l'Analyse mathématique, la 
simple analogie n'est point un moyen suffisant (*). Au surplus, 
on doit croire que M. Argand a porté de la démonstration de 
M. Français le même jugement que moi; car, dans le cas con- 
traire, il n'aurait sans doute pas manqué d'en étayer son ana- 
logie, ne fût-ce que par une simple citation. 

2^ Mais la nouvelle théorie est-elle au moins justifiée apostC' 
riori par de nombreuses applications? C'est du moins de ce 
côté que M. Argand semble avoir voulu spécialement diriger ses 
moyens. Cependant il convient lui-même, avec franchise (p. 91), 
qu'on pourrait ne voir là que le simple emploi d'une notation 
particulière. Pour moi, j'avoue que je ne vois encore, dans cette 
notation, qu'un masque géométrique appliqué sur des formes 
analytiques dont l'usage immédiat me semble plus simple et plus 
expéditif (*'*'). Je n'en donnerai qu'un exemple sur la première 



(*) II serait sans doute fort à désirer que l'esprit humain procédât 
constamment comme on le fait dans les Traités ex professa et sur les bancs 
des écoles; mais malheureusement cela n'arrive presque jamais. M. Str- 
vois, qui tient ici un langage à peu près pareil à celui de Viviani. dans des 
circonstances assez semblables à celles-ci, a-t-ildonc oublié que ce n'est 
qu'après plus d'un siècle de méditations et d'essais infructueux qu'on est 
enfin parvenu à asseoir le Calcul dit in/initésimeU sur des bases solides? 
Et encore trouve-t-on aujourd'hui des gens qui prétendent qu'on n'y a 
pas complètement réussi. Où en serions-nous pourtant si l'on avait exigé 
des premiers inventeurs de ce calcul qu'ils démontrassent rigoureuse- 
ment leurs méthodes avant d'en faire des applications? Il en a été exac- 
tement de même à l'égard des quantités négatives isolées, et il en sera 
toujours ainsi de toutes les théories; l'homme les aperçoit par une sorte 
d'instinct, bien longtemps avant d'être en état de les démontrer en ri- 
goear. J.-D. Gbroonnb. 

(**) Voilà encore le langage de Viviani. M.Servois compterait-il donc 
pour peu de voir enfin l'Analyse algébrique débarrassée de ces formes 
inintelligibles et mystéiienses, de ces non-sens qui la déparent et en font, 
pour ainsi dire, une sorte de science cabalistique? J'ai tonte sorte de 
raisons pour ne point lui prêter cette pensée. Or c'est là principalement 
ce que M. Argand a eu en vue, comme il nous l'apprend lui-même, au 
commencement de son opuscule. J.-D. Gebgonnb. 



application de M. Argand, dans laquelle il le propose de trourer 
les développements de sin(a-^b) et cos (« + &)• De la formulo 
générale 

e*^-' = cosa -i-^—i sina 
je tire 

(a-hb) J^ , 

e =cos(a4-^)+v — I sin(a+^)» 

et ensuite 

e =e e =VcosaH-V — i sina; Vcos^+y — isin^/ 

ou 

(a-4-£)i/>-l 

e =(cosacos6 — sinasin^) 

-f-^ — 1 (sinacos^ + cosasin^); 

égalant donc ces deux valeurs de e^^"^^ ^"^ , et séparant le réel 
de rimaginairOf on aura 

cos(a-f- h) =: cosacos^ — sinasin^, 
sin (a -i-b) = sinacos&-i-cosa8in^. 

Toutes les autres applications géométriques dérivent de la même 
source, avec la même facilité. On les trouve développées dans, 
différents ouvrages, et notamment dans la Théorie purement algé^ 
brique des quantités imaginaires, par M. Suremain-de-Misséry 
(Paris, 1801). L'application unique à TAlgèbre (p. 90) laisse, 
suivant moi, beaucoup à désirer. Ce n'est point assez, ce me 
semble, de trouver des valeurs de x qui donnent au polynôme 
des valeurs sans cesse décroissantes; il faut, de plus, que la loi 
des décroissements amène nécessairement le polynôme à zéro^ 
ou qu'elle soit telle que zéro ne soit pas, si l'on peut s'exprimer 
ainsi, Vasjrmptote du polyuôme. Je ne dirai rien de l'extension 
du principe dont s'occupe M. Argand à la fin de son Mémoire^ 
d'autant qu'elle est aussi uniquement fondée sur l'analogie; mais 
je ne puis pourtant passer sous silence une assertion que je crois 

inexacte. Selon M. Argand (p. 96), la forme (^--T) offr^ 
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l'exemple le plus simple d'une quantité non réductible à la forme 
générale p -\- q^ — i. Ce géomètre aurait-il donc oublié qu'Euler a 

démontré que l'expression (v^— i )^~ ' n'est point imaginaire, mais 

T 

égale à tf '*(*)? 
30 Les géomètres, exprimant assez souvent In position d'un 



(*) On a, en effet. 



d'où 



e ' = (coixH-^^ilnx) , 



qui, en feiisant x = -ic, défient 

1 



,-»■'= C^)'^. 



Mais, sans rien préjuger sur le fond de l'assertion de M. Argand, as- 
sertion qu'il n'énonce, au surplus, qu'arec le ton da dùute^ j'observerai 
avec lui (p. 95 ) que, tant qu'on n'aura pas une théorie bien claire des 
formes algébriques, non rigoureusement et immédiatement évaluables, 
il sera tout au moins permis de regarder comme précaires les démons- 
trations fondées sur l'usage de ces mêmes formesi 

C'est probablement aussi l'opinion de M. Servois lui-mème ; car, lui 
observant, il n'y a pas longtemps, que Téquation évidente 

m, 1 I — m (l-m)(l — îmK 

V^l + m^l+jH-y^^-f- jT^T^ +.... 

devenant, dans le cas où m = 0, 

0,- 111 I , 

il psraissait s'ensuivre que y^ , qui, en général, se présente sous la forme 



doublement indéterminée (5)*f est cependant égal àc; il parut ne pas 

goûter ce raisonnement, précisément pour les raisons que je viens d'ex* 
pUquer. J.-D. Geroomnb. 
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point sur un plan par un rajon Decteur et une anomalie, n'ont 
certainement point ignoré les conséquences que fournit la défi- 
nition 4* de M. Français, et sont conséquemment à Tabri du 
reproche que leur adresse ce géomètre (p. 68). Mais, se conten- 
tant de considérer séparément la grandeur et la position d'une 
droite sur un plan, ils n'avaient point encore formé Vidée com- 
posée de ces deux idées simples, ou, si Ton veut, ils n'avaient pas 
créé un nouvel être géométrique; réunissant à la fois la grandeur 
et la position, La grandeur d'une droite et sa position, c'est- 
à-dire l'angle qu'elle fait avec un axe fixe, sont deux quantités 
qu'on peut même regarder comme homogènes; or, comment les 
liera-t-on pour en faire le nouvel être appelé ligne droite de 
grandeur et de position ou, plus brièvement, droite dirigée? Voilà 
une question qui ne me parait pas encore assez approfondie. 
a étant la longueur d'une droite, a l'arc du rayon = i compris 
dans l'angle qu'elle forme avec un axe fixe, on pourra sans doute 
représenter, en général, la droite dirigée par y (a, a), et il fau- 
dra tâcher de déterminer la fonction 9 d'après les conditions 
auxquelles elle doit essentiellement satisfaire. Ainsi, \^ il faudra 
qu'à a = o, a=2 7r,..., ot = 2mt réponde y(a, a) = -f-a, et 
qu'à a — TT, a — Stt,..., a = (2/i-t-i) tt réponde j? (a, a) — — a : 
c'est évident; a® n faudra que, de p (a, a) = ç> (^, /3), on puisse 
conclure a=.bf ol^- ^ : c'est encore évident. Mais faudra-t-il , 
3°, comme M. Français le demande (p. 64), que de la proportion 

p (a, «^ p(c, y^ . , a c 

14-^ — ■ = ^ ^ -' \[ on puisse conclure •7=-; et a — /3 = y — ^? 

Je ne vois pas que cela découle nécessairement de l'idée de la 

fonction o. La signification même du rapport ^—r-, est fort 

f(^^) 

obscure. Comment, en effet, peut-on dire d'une droite dirigée 
qu'elle est double, triple,. . . d'une autre? C'est ce qu'on n'aper- 
çoit point a priori, M. Français lui-même parait l'avoir bien senti, 
puisqu'il ne parle de la somme des droites dirigées que comme 
conséquence de ses deux premiers théorèmes (p« 70). Cepen- 
dant je ne m'oppose point à ce qu'on admette cette condition 
comme un des caractères essentiels de la fonction ç?; mais alors 
la définition complète de la droite dirigée sera une définition no- 
minis, non rei, ou, en d'autres termes, droite dirigée sera le nom 
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d'une certaine fonction analytique de la grandeur et de la posi- 
tion d'une droite. Il suivra de là, malheureusement, qu'on ne 
construit plus les imaginaires, mais simplement qu'on les ra- 
mène à une même forme analytique. Quoi qu'il en soit, voyons 
quelle sera cette fonction. Il est d'abord clair que l'expression 

f{a, a) = a.e*v— > satisfait aux trois conditions annoncées. En 
effet, on a i<* 

ç) (a, o) = a.e*v~* = a, 
9 (a, ir) = a.e^y"* = a(coswH- V — » sînir) — —a; 

a» l'équation y (a, a) = j,(*, ^) devient a.e*^~* z= b.e^y/-\ 
ou bien, en prenant les logarithmes, séparant et repassant en- 
suite aux nombres, a = ^, a = ^3; 3^ enfin la proportion ci-dessus 

u c 
donne, par de semblables transformations, ^=i-eta — ^=-y — i- 

Mais la forme a.e^v ' est-elle la seule qui satisfasse à ces trois 
conditions? Je ne le crois pas, et il me parait même évident 
qu'on y satisferait également en substituant un coefficient arbi- 
traire à l'imaginaire V — I . Ainsi la forme a,e^^~^ ne sera, à 
mon avis, qu'un cas particulier de celle que doit affecter l'ex- 
pression analytique de la droite dirigée, dans sa signification de 
convention. Y a-t-il encore d'autres conditions qui dérivent de 
cette signification? C'est ce qu'on ne dit pas, et c'est ce que je 
ne vois pas non plus. 

4*^ La Table à double argument que vous proposez (p. 76), étant 
appliquée sur un plan conçu divisé par points ou carreaux infini- 
tésimeSf de manière qu'à chaque carreau correspondit un nombre 
qui en serait Vindice ou la cote, serait très-propre à indiquer la 
grandeur et la position des rayons vecteurs qu'on ferait tourner 
autour du point ou carreau central portant =1=0; et il est bien 
remarquable qu'en désignant alors par a la longueur d'un rayon 
vecteur, par a Tangle qu'il ferait avec la ligne réelle 

• • • , """ 1 1 — LI O, — f- I , ■ . • , 

par or, x l^s coordonnées rectangle» du point extrême opposé à 
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l'origine, rapporté k cette ligne réelle comme axe des x, la cote 
de ce point serait exprimée par x -hjr ^— i , et par conséquent, à 

cause de :r = acosa,^=.asina, par a.0*V~'. Ainsi, voilà une 

nouvelle interprétation géométrique de la fonction a.c**""*, qui 
vaut bien, à mon avis, celle de MM. Argand et Français; mais, 
certes, on n'en conclura pas que ce soit un nouveau moyen de 
construire géométriquement les quantités imaginaires, car les 
cotes ou indices dont il s'agit impliquent déjà l'imaginaire. Quoi 
qu'il en soit, il est clair que votre ingénieuse disposition tabu- 
laire des grandeurs numériques peut être regardée comme une 
tranche centrale d'une Table à triple argument qui remplirait 
l'espace suivant ses trois dimensions, et pourrait servir à fixer, 
de grandeur et de position, les droites dans l'espace. Vous don- 
neriez sans doute à chaque terme la forme trinomiale; mais quel 
coefficient aurait le troisième terme? Je ne le vois pas trop (**). 
L'analogie semblerait exiger que le trinôme fût de la forme 

p cos a -t- y cos^ -H r cosy, 

a, /3, y étant les angles d'une droite avec trois axes rectangu- 
laires; et qu'on eût 

(/7C0sa H- y cos /3 -h r cos y ) (^' cos a H- y' cos /3 -h r' cos y) 
— cos' a -H cos'j3 -+- cos'y = i. 

Les valeurs de />, y, r, p', q\ r* qui satisferaient à cette condi- 
tion seraient absurdes; mais seraient-elles imaginaires, réduc- 
tibles à la forme générale A-+-B^— i? Voilà une question d'Ana- 



(*} Mon estimable ami fait ici beaucoup trop d'honneur à ma pénétra- 
tion. La vérité est que, lorsque j'imaginai cette petite Table, je n'avais 
aucunement la pensée que l'on pût songer à l'étendre aux trois dimen- 
sions de l'espace, et que j'étais même fort disposé à croire que les gran- 
deurs numériques ne s'étendaient que suivant deux de ces dimensions 
seulement. La lecture des Mémoires de MM. Français et Argand m'a bien 
fait soupçonner qu'il n'en était pas ainsi, mais sans m'apprendre encore 
de quelle manière je devais construire la Table à triple argument. 

J.-D. Gbbgonnb. 
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lyse fort singulière que je soumets à tos lumières. La simple 
proposition que je vous en fais suffit pour vous faire voir que je 
ne crois point que toute fonction analytique non réelle soit vrai- 
ment réductible à la forme A + B ^— i . 

La Fére, le 33 novembre i8i3. 



IV. 

Extrait d'une Lettre adressée au Rédacteur des Annales; par 
M. J.-F. Français, professeur à V École de l'Artillerie et du 
Génie {*), 

Je vous remercie, Monsieur, de la réponse que vous avez faite 
à l'objection principale de M. Servois contre la nouvelle théorie 
des imaginaires {** ). M. Servois n*a pas été le premier à m'op- 
poser cette difficulté, et ma réponse a toujours été exactement 
conforme à la vôtre. Les objections de cette nature me paraissent 
toutes avoir leur source dans une méprise qui peut aisément 
échapper par l'effet de l'habitude, et qui consiste à confondre des 
droites données de grandeur et de position avec leur grandeur 
absolue. 

Yoici, Monsieur, quelques exemples de la manière de passer 
de mes notations aux notations ordinaires et aux résultats 
connus. 

L'équation d'un triangle dont la base coïncide avec l'axe des 

abscisses est 

aa'^b_^=.c. 



(*} Annalti de Maihèmatiqwt» t. IV, p. 364-3G7. 
(**) Yoytt p. 103, 
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d'o& Ton tire 

a C08 a + 5 cos)3 = e, 

a sin « — b gin j3 = o, 

et, par conséquent, en prenant la somme et la différence des 

carrés, 

«•-+-**-*- aa*cos(«-i-/8) = c% 

a*cos 2a -r ^'cosayS-H 3a^cos(a — ^) = c*. 
L'équation d'un cercle rapporté au centre est 

d'où l'on tire 

acos9 = x, asin;}=^, 

L'équation d'un cercle rapporté au diamètre est 

d'où l'on tire 

pcos^ H- 7 siuf» =^ aa, 

p sin ^ — ^cos jî 3= o , 

L'équation d'une ellipse rapportée au foyer est 

d'où l'on tire 

pcos^ -+- (aa — p)cos\p = ae, 

p sinp T-(aa — p) sin^ =■ o, 



/» = 



fl«-C» 



a — e cos f? 



Tous voyez, Monsieur, avec quelle facilité on arrive aux ré- 
sultats connus. 

Metz, le ig d'avril i8i4* 
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Note transmise par M. Laceoix à M. Yectesi , professeur de Ma- 
thématiques spéciales au Lycée de Nimes. 

Dans la première Partie des Transactions philosophiques de 1806, 
page 33, je trouve an Mémoire écrit en français par M. Buée, 
communiqué à la Société Royale de Londres par M. William 
Morgan, et dont le sujet est le même que celui des Mémoires de 
MM. Français et Argand {Annales de Mathématiques, t. IV). 

L'auteur prétend « que ^ — 1 n'est pas le signe d'une opération 
arithmétique ou d'une opération purement géométrique : c'est 
un signe de perpendicularité; c'est un signe purement descriptif, 
un signe qui indique la direction d'une ligne, abstraction faite 
de sa longueur » (ce sont les expressions mêmes de l'auteur) (*). 



(*) En publiant cette Note, il est loin de notre pensée de chercher à 
enleyer à M. Argand la propriété de ses idées. Son idée principale, je 

renz dire celle qui consiste à considérer yj — 1 comme un signe de per- 
pendicularité, est d'ailleurs si simple et si naturelle que, loin d'être surpris 
qu'elle se soit présentée aussi à M. Buée, on a lieu de s'étonner, au 
contraire, qu'elle ait tant tardé à éclore, et qu'elle ne se soit pas offerte 
à la pensée d'un plus grand nombre de géomètres. 

Ceux de nos lecteurs qui ont sous la main les Becneils de la Société 
Royale s'empresseront sans doute de faire une comparaison plut étendue 
entre les idées de M. Buée et celle de MM. Argand et Français. 

J.-D. Gkboonni. 
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V. 

Réflexions sur la nouvelle théorie des imaginaires, suivies d'une 
application à la démonstration d'un théorime d'Analjrse; par 
M. Aegamd {*). 

La nouTelle théorie des imaginaires, dont il a déjà été plusieurs 
fois question dans ce Recueil, a deux objets distincts et indé- 
pendants : elle tend, premièrement, à donner une signification 
intelligible à des expressions qu'on était forcé d'admettre dans 
l'Analyse, mais qu'on n'avait pas cru jusqu'ici pouvoir rapporter 
à aucune quantité connue et éyaluable; elle offre, en second lien, 
une méthode de calcul ou, si l'on Teut, une notation d'un genre 
particulier, qui emploie des signes géométriques concurremment 
aTec les signes algébriques ordinaires. Sous ces deux points de 
vue, elle donne lieu aux deux questions suivantes : Est-il rigou- 
reusement démontré, dans la nouvelle théorie, que ^ — i ex- 
prime une ligne perpendiculaire aux lignes prises pour -i- i 
et — I P La notation des lignes dirigées peut-elle , dans quelques 
cas, fournir des démonstrations et solutions préférables, sous le 
rapport de la simplicité, de la brièveté, etc., à celles qu'elles 
paraissent destinées à remplacer? 

Quant au premier point, il est et sera peut-être toujours sujet 
à discussion, tant qu'on cherchera à établir la signification 

de ^ — I par des conséquences d'analogie avec les notions reçues 
sur les quantités positives et négatives et sur leur proportion 
entre elles. On a discuté et l'on discute encore sur les quantités 
négatives; à plus forte raison pourra-t-on élever des objections 
contre les nouvelles notions des imaginaires. 

Mais il n'y aura plus de difficulté si, comme l'a fait M. Fran- 
çais {Annales, t. IV, p. 6q), on établit, comme définition, ce 
qu'on entend par le rapport de grandeur et de position entre 



(*) Annales de Maihimatiques^ t. V, p. 197-S09. 
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deux lignes. En effet, la relation entre deux lignes données de 
grandeur et de direction se conçoit avec toute la précision géo« 
métrique nécessaire. Qu'on nomme cette relation rapport, ou 
qu'on lui donne tel nom qu'on Toudra, on pourra toujours en 
faire l'objet de raisonnements rigoureux, et en tirer les consé- 
quences de Géométrie et d'Analyse dont nous avons, M. Français 
et moi, donné quelques exemples. La seule question qui reste 
est donc de savoir s'il est bien permis de désigner cette relation 
par les mots rapport ou proportion, qui ont déjà, dans l'Ana- 
lyse, une acception déterminée et immuable. Or cela est effecti- 
vement permis, puisque, dans la nouvelle acception, on ne fait 
qii*ajouter à l'ancienne, sans d'ailleurs y rien changer. On géné- 
ralise celle-ci de manière que l'acception commune est, pour 
ainsi dire, un cas particulier de la nouvelle. 11 ne s'agit donc 
pas de chercher ici une démonstration. 
C'est ainsi, par exemple, que le premier analyste qui a dit 

que a'~'*= — a dû donner cette équation, non comme un théo~ 

rème démontré ou à démontrer, mais comme une définition des 
puissances à exposants négatifs : la seule qu'il eût à faire voir 
était que, en adoptant cette définition, on ne faisait que généra- 
liser la définition des puissances à exposants positifs, les seules 
connues jusque-là. 11 en est de même des puissances à exposants 
fractionnaires, irrationnels ou imaginaires. On a dit (Annales, 

t. IV, p. 23 1) qu'Euler avait démontré que (^—i) =tf ^ 
Le mot démontrer "peut être exact, en tant qu'on regarde cette 

équation comme tirée de l'équation c*v ' = cosx -t- ^ — 7 sinx, 
d'où elle dérive facilement; mais il ne le serait pas relativement 
à cette dernière; car, pour démontrer qu'une certaine expression 
a une telle valeur, il faut premièrement avoir défini cette ex- 
pression. Or existe-t-il des puissances à exposants imaginaires 
une définition antérieure à ce qu'on appelle la démonstration 
d'Euler? C'est ce qui ne parait pas. Lorsque Euler a cherché à 

ramener l'expression c*v ~ » à des quantités évaluables, il a dû 



I 

e ' 



z z* 



naturellement considérer le théorème e'^:=. i -« 1 ^ . an- 

1 1.2 "' 

térieurement prouvé pour toutes les valeurs réelles de z. En 
Argand, 8 



faisant z = xJ— i , il a trooTé «*^"" '=. i h — " "' — -^ . . . • 

I 1.2 * 

d'où il a dû conclure, non que ^y~^=z cosx-i-^ — i sinx, mais 
que, si Ton définissait l'expression e'V— * en disant qu'elle 

représente une quantité égale à cosjr-f-^ — i sinx, les puissances 
à exposants réels et les puissances à imaginaires se trouveraient 
liées par une loi commune. Ce n'est donc là encore qu'une ex- 
tension de principes, et non la démonstration d'un théorème. 
C'est aussi par une extension des principes que j'ai été conduit 

à regarder (^ — i) comme exprimant la perpendiculaire sur 

le plan =2= i, d=^— i. Les deux résultats se contredisent, et assu- 
rément je n'ai garde de prétendre faire prcTaloir le mien; j'ai 
▼oulu seulement faire obserrer que MM. Senrois et Français l'ont 
attaqué par des considérations qui , au fond , sont de la même 
nature que celles sur lesquelles je m'étais appuyé pour l'établir. 
Mais, si la perpendiculaire dont il s'agit ne peut pas être ex- 
primée par (vT^) , quelle sera donc son expression? ou, 
pour mieux dire, peut-on trouver une expression telle que, si on 
l'adopte pour représenter cette perpendiculaire, toutes les lignes 
tirées dans une direction quelconque (lesquelles auraient alors 
leur expression) soient liées par une loi commune, comme cela 
a déjà lieu relativement à toute ligne tirée dans les plans =h i, 

■±z^ — I ? C'est là une question qui semble devoir exciter la curio- 
sité des géomètres, du moins de ceux d'entre eux qui admettent 
la nouvelle théorie. 
Je reviens au premier point de discussion et j'observe que 

la question, si y/— i exprime ou non une perpendiculaire sur ±1, 
porte uniquement sur la signification du mot rapport; car tout 
le monde est d'accord d'entendre par cette expression une quan- 
tité telle que -+-1:^ — 1 :: ^—1 : — i, ou que les rapports y 

— :=: soient égaux. Ainsi l'objection qu'a faite M. Servois {j4n~ 

v/— I 

nideSf t. IV, p. Q28) contre la démonstration du premier théo- 
rème de M. Français, en disant « qu'il n'est pas prouvé que 
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d= a ^—t soit moyen de position entre h- a et — a », revient à 
dire que le sens du mot rapport ne renferme rien de relatif à la 
position. Cela est yrai dans l'acception commune; et encore 
pourrait-on dire que, dans l'idée de rapport de deux quantités 
de signes diiïérents, il faut bien faire entrer celle de ces slgnra. 
Dans la nouvelle acception, la direction concourt avec la gran- 
deur pour former le rapport. C'est donc, comme l'on voit, une 
simple question de mots, qui se décide par la définition précise 
qu'a donnée M. Français, et qui n'est d'ailleurs qu'une extension 
de la définition ordinaire. 

Le second point de discussion est plus important. Sans doute, 
il n'est aucune vérité accessible par l'emploi de la notation des 
lignes dirigées, à laquelle on ne puisse aussi parvenir par la 
marche ordinaire; mais y parviendra-t-on plus ou moins facile- 
ment par une méthode que par l'autre? La question mérite, ee 
me semble, d'être examinée. C'est à l'influence des méthodes et 
des notations sur la marche progressive de la science que les 
modernes doivent leur grande supériorité sur les anciens en fait 
de connaissances mathématiques. Ainsi, quand il se présente 
une idée nouvelle en ce genre, on peut, du moins, examiner sll 
n'y a point de parti à en tirer. M. Servois est le seul qui, depuis 
la publication de la nouvelle théorie, ait manifesté son opinion 
à ce sujet, et cette opinion n'est pas en faveur de l'emploi des 
lignes dirigées comme notation. L'usage des formules analytiques 
lui semble plus simple et plus expéditif {Annales, t. IV, p. a3o). Je 
réclamerai , à l'égard de ma méthode, un examen plus particu- 
lier. J'observe qu'elle est nouvelle, et que les opérations mentales 
qu'elle exige, quoique fort simples, peuvent bien demander 
quelque habitude pour être exécutées avec la célérité que donne 
la pratique dans les opérations ordinaires de- l'Algèbre. Quelques- 
uns des théorèmes que j'ai démontrés me semblent l'être plus 
facilement que par la marche purement analytique. C'est peut- 
être une illusion d'auteur, et je n'insisterai pas là-dessus; mais 
je solliciterai, avec plus de confiance, la préférence eu faveur des 
lignes dirigées, pour la démonstration du théorème d'Algèbre ; 

« Tout polynôme ji^-^ ax'*~^ -{■ ... est décomposable en fac- 
teurs du premier ou du second degré. » Je crois devoir revenir 
sur cette démonstration, tant pour résoudre Tobjeclion qu'y a 

8. 
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(kiie M. S«rTois [Annales, t. IV, p. a3i) que pour montrer, avec 
plus de deuil , comment elle découle facilement des nouveaux 
principes. L'importance et la difficulté de ce théorème, qui a 
exercé la sagacité des géomètres du premier ordre, excuseront , 
je le présume, aux yeux des lecteurs, quelques répétitions de ce 
qui a été dit sur ce même objet. 

Les démonstrations qu'on a données de ce théorème semblent 
pouvoir être rangées en deux classes. 

Les unes se fondent sur certains principes métaphysiques rela- 
tifs aux fonctions et aux renversements d'équations, principes 
sans doute vrais en eux-mêmes, mais qui ne sont point suscep- 
tibles d'une démonstration rigoureusement dite. Ce sont des 
espèces d* axiomes, dont la vérité ne peut être bien sentie qu'au- 
tant qu'on possède déjà Vesprit du calcul algébrique; tandis que, 
pour reconnaitre la vérité d'un théorème, il su Ait de posséder les 
principes de ce calcul , c'est-à-dire d'en connaître les définitions 
et notations. De là vient que les démonstrations de ce genre ont 
été fréquemment attaquées. Le Recueil auquel je confie ces ré- 
flexions en oflre, en particulier, plusieurs exemples , et les discus- 
sions qui ont eu lieu à ce siget sont un indice que les raisonne- 
ments qu'elles ont pour objet ne sont pas tout à fait sans 
reproches. 

Dans d'autres démonstrations, on attaque de front la proposi- 
tion à établir, en faisant voir qu'il existe toujours au moins une 

quantité, de la forme a -^byj—i , qui , prise pour x, rend nul le 
polynôme proposé, ou bien qu'on peut résoudre ce polynôme en 
facteurs réels du premier ou du second degré. C'est la marche 
qu'a suivie Lagrange. Ce grand géomètre a montré que les rai- 
sonnements faits avant lui , sur ce même sujet , par d'Alembert , 
Euler, Fonccnex, etc., étaient incomplets {Résolution des équa- 
tions numériques. Notes IX et X). Les uns employaient des déve- 
loppements en séries, les autres des équations subsidiaires; mais 
ils n'avaient pas prouvé, ce qui était pourtant nécessaire, que 
les cocflicicnts do ces équations et de ces séries étaient toujours 
réels. Ces géomètres admettent implicitement le principe que, 
a si une question dans laquelle il s'agit de déterminer une in- 
connue peut être résolue de n manières, elle doit conduire à 
une équation du degré n ». Lagrange lui-même le regarde 
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comme légitime, quoiqu'il n'en fasse pas usage dans les démon- 
strations citées. Or ne pourrait-on pas dire encore que ce prin- 
cipe, extrêmement probable sans doute, n'est pas démontré et 
rentre dans la classe de ces sortes d'axiomes dont il était ques- 
tion tout à l'heure? Il semble surtout que, comme on ne peui 
en acquérir la persuasion que par une pratique assez longue dans 
la science, ce n'est pas le lieu de l'employer, quand il s'agit 
d'une proposition qui , dans l'ordre théorique, est une des p *c- 
mièresqui se présentent à démontrer dans l'Analyse. Celte obser- 
vation, au reste, n'a nullement pour objet d'élever une chicane, 
qui serait aussi déplacée qu'inutile, sur des conceptions aux- 
quelles tous les géomètres doivent le tribut de leur estime : elle 
tend seulement à faire sentir la difficulté de traiter ce sujet 
d'une manière satisfaisante. 

D'après ces considérations, il parait qu'une démonstration à la 
fois directe, simple et rigoureuse peut encore mériter d'être 
offerte aux géomètres. Je vais donc reprendre ici celle de la 
page 143 du IV" volume des j4nnales; mais, pour écarter toute 
espèce de nuage, je l'affranchirai de la considération des quan- 
tités évanouissantes. 

11 convient de rappeler, en peu de mots, les premiers principes 
de la théorie des lignes dirigées. 

Ayant pris la direction KA pour celle des quantités positives, 

la direction opposée AK sera, comme à l'ordinaire, celle des 
quantités négatives. Tirant par K la perpendiculaire BKD, une 

des directions KB, KD, la première, par exemple, appartiendra 

aux imaginaires -i-a^— i, la seconde aux imaginaires — a^--i. 
Le trait au-dessus des lettres indique que la ligne désignée est 
considérée comme tirée dans sa direction. On supprime ce trait 
quand on ne considère dans la ligne que sa grandeur absolue. 
Prenant I à volonté, des points F, G, H,. . ., P, Q, on a 

FG H- GH -t- . . . -h PQ =. Fq. 

C'est la règle d'addition. 

Si l'on a, entre quatre lignes, l'équation 

AB_ FF 
eu "" GH* 
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et que, de plas, Tangle entre AB, CD soit égal k l'angle entre £F, 

GH, ces lignes sont dites en proportion. De là se tire la règle de 
multiplication; car un produit n'est autre chose qu'un quatrième 
terme de proportion dont le premier est l'unité. 

II faut bien observer que ces deux règles sont indépendantes 
de l'opinion qu'on peut avoir sur la nouvelle théorie. Si l'on 

veut que ^— i , symbole que l'Algèbre s'obstine à nous montrer 
partout , et qui , appelé quelquefois absurde, n'a jamais donné 
néanmoins des résultats qui soient tels, si l'on veut, dis-je, que 
ce symbole ne soit rien du tout, sans pouvoir être pourtant 
égalé à zéro, cela ne fera pas de difficulté. Les lignes dirigées 

seront les signes seulement des nombres de la forme a+ b^ — i. 
Les règles ci-dessus n'en seront pas moins légitimes; mais, au 
lieu de les déduire a priori de considérations en partie mé- 
taphysiques, on tirera la première d'une simple construction. 
La seconde sera une conséquence immédiate des formules 
sin (a + ^) = sin a cos^ -h ... ; moyennant quoi l'emploi de 
ces règles pourra donner des démonstrations entièrement rigou- 
reuses. 
Les lignes dirigées seront donc les symboles des nombres 

a -f- byj —i. Comme ces nombres, elles seront susceptibles d'aug- 
mentation, diminution, multiplication, division, etc.; elles les 
suivront, pour ainsi dire, dans toutes leurs fonctions; en un mot, 
elles les représenteront complètement. Ainsi , dans cette manière 
de voir, des quantités concrètes représenteront des nombres abs- 
traits; mais les nombres abstraits ne pourront réciproquement 
représenter les quantités concrètes. 

Dans ce qui suit, les accents, indifféremment placés, seront 
employés pour indiquer la grandeur absolue des quantités qu'ils 

affectent; ainsi, si a = m -f- 1 v' — i , m et n étant réels, on devra 

entendre que a, ou a' = ^ m* -r- n* , 
Soit donc le polynôme proposé 

n étant un nombre entier ; a, ^, . . . , /, g peuvent être de la 
forme m •+■ /ly'— i. Il s'agit de prouver qu'on peut toujours trou- 
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Ter une quantité de cette même forme qui , prise pour x, rende 

Pour une Taleur quelconque de x, le polynôme peut être con- 
struit par les règles précédentes. En prenant K pour point ini- 
tial , et nommant P le point final , ce polynôme sera exprimé 

par KP, et il faut montrer qu'on peut déterminer x de manière 
que le point P coïncide avec K. 
Or si, dans l'infinité de valeurs dont x est susceptible, il n'y 

en avait aucune qui donnât lieu k cette coïncidence, la ligne KP 
ne pourrait jamais devenir nulle; et, de toutes les valeurs de KP, 
il y en aurait nécessairement une qui serait plus petite que toutes 
les autres. Nommons donc z la valeur de x qui donnerait ce mi- 
nimum; on ne pourrait pas avoir 

quelle que fût la quantité i. 
Or, par le développement, on a 

^^^^ \n n — \ ^_^ 1 ^ , 

H- — —— Z -h . . . r-t- . . .-H (/i 



-•n — I . .'B 



zH_a)/"— H-/". 



Comme les coefficients des diverses puissances de i peuvent 
être nuls, et que ce cas demanderait des considérations particu- 
lières, il conviendra de traiter la question d'une manière géné- 
rale, en représentant l'équation précédente par 

(B) ^(,^0=-^*^- ^'""-^ ^'"■^- • -^-ViV T; 

de manière qu'aucun des coefficients R, S, . . . , Y ne soit nul , et 
que les exposants r, «,..., t^, /i aillent en augmentant. Il faut 
remarquer que, si tous les coefficients de (A) étaient nuls, l'équa- 
tion (B) se réduirait à 



;r 



.r(^/)=r,-+-« • 



Faisant donc « = J^--^,, on aurait y.^.^-=zOf et le théorème 



- 120 - 

serait démontré pour ce cas, dont on peut, par conséquent, faire 
abstraction dans ce qui ya suivre. Ainsi nous supposerons que le 
second membre de l'équation (B) a au moins trois termes. 
Gela posé, que l'on construises/,^,.), en prenant 



on aura 



r«=KP, R'i^-.PA, S'i;'=AB,..., V'i;'=FG, i^-GH; 

car il est visible qu'en général p'ç' = {pçy- 
•^(«4-/) *®'* représenté par la ligne brisée ou droite 



KPAb...FGU, on par KH; 

et il faut prouver qu'on peut avoir KH < KP. 
Or la quantité i peut varier de deux manières : 
i^ En direction; et il est évident que, si elle varie d'un 

angle a, sa puissance i'* variera d'un angle roc. Soit donc a 
l'angle dont PA — R/'" surpasse KP =Xz^ S* ^*^^ ^^^^ varier i do 

TC — OC — — 

l'angle » PA variera de l'angle tt — a , c'est-à-dire que la 

direction de PA deviendra opposée à celle de KP; en sorte que 
le point A se trouvera sur la ligne PK, prolongée, s'il le faut, 
par son extrémité K. 

a^ La direction de i étant supposée ainsi fixée, on peut , en 
second lieu, la faire varier de grandeur; et d'abord, si PA> KP, 
on pourra diminuer i jusqu'à ce que PA < KP, de manière que 
le point A tombe entre K et P. 

Ensuite, si la grandeur de i, ainsi réduite, n'est pas telle que 
l'on ait 



vi'i; >s'i;^..,^\'i; 



i 



f » 



on peut , en la diminuant encore, obtenir que cette inégalité ait 
lieu , car les exposants «,..., u, n sont tous plus grands que r. 
Or cette inégalité revient à 

PA "^ AB -i- . . . H- FG -+- GH; 
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la distance AH sera donc plus petite que PA, et, par conséquent, 
si Ton trace un cercle du centre A et du rayon AP, le point H 
sera au dedans de ce cercle, et il suit des premiers éléments de 
Géométrie que, K étant sur le prolongement du rayon PA, du 
côté du centre A, on a KH < KP. 

J'inviterai le lecteur à tracer une figure, pour suivre cette dé- 
monstration. En y appliquant les principes fondamentaux très- 
simples rappelés ci-dessus, on Terra que, à l'exception du déve- 
loppement (A), qui suppose un calcul algébrique, tous les autres 
raisonnements se font , pour ainsi dire, à vue, sans avoir besoin 
d'aucun effort d'attention. 

Il est presque superflu de s'arrêter à une objection qu'on pour- 
rait faire à ce qui précède, en disant que, si l'on entreprenait de 
déterminer la valeur de x en suivant la marche qui est prescrite 
pour diminuer progressivement jr'^, il serait possible qu'on n'y 
parvint jamais, parce que la valeur de i, pourrait , dans les sub- 
stitutions successives, ne diminuer que par des degrés de plus en 
plus petits. Le contraire ne se trouve point prouvé, en effet; mais 
il n'en résulte autre chose, sinon que les considérations qui pré- 
cèdent ne sauraient fournir, du moins sans de nouveaux déve- 
loppements, une méthode d'approximation; et cela n'infirme au- 
cunement la démonstration du théorème. 

L'objection de M. Servois se résout facilement. « Ce n'est point 
assez, ce me semble », dit ce géomètre, « de trouver des valeurs 
de X qui donnent au polynôme des valeurs sans cesse décrois- 
santes; il faut, de plus, que la loi du décroissement amène né- 
cessairement le polynôme à zéro, ou qu'elle soit telle que zéro 
ne soit pas, si l'on peut s'exprimer ainsi, Vasjrmptote du poly- 
nôme. » 11 a été démontré qu'on pouvait trouver pour y , non- 
seulement des valeurs sans cesse décroissantes, mais encore une 
valeur moindre que celle qu'on prétendrait être la plus petite de 
toutes. Si le polynôme ne peut être amené à zéro, sa plus petite 
valeur sera donc autre que zéro, et, dans cette supposition, la 
démonstration conserve toute sa force. La dernière phrase de 
M. Servois semblerait indiquer qu'il fait une distinction entre 
une limite infiniment petite et une limite absolument nulle. Si 
telle était son idée, on pourrût y opposer des considérations 
tout à fait semblables à celles que M. Gergonne a fait valoir dans 
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une occasion assez analogue à celle-ci; cette réponse s'appli- 
quanty presque mot à mot, au cas présent, mutatis mutandis, il 
suffit d'y renvoyer le lecteur {Annales, t. III , p. 355). Le scrupule 
de M. Serrois tire sans doute sa source de la considération de 

réquation à Thyperbole ^ = -• Il est certain, en effet, que, bien 

qu'on puisse, dans cette équation, trouver pour jr une valeur in- 
férieure à toute limite donnée, y ^^ P^^^ néanmoins devenir 
zéro qu'autant qu'on supposera x infini. Mais cette circonstance 
n'a point lieu dans notre démonstration ; car ce n'est certaine- 
ment pas par une valeur infinie de x qu'on rendra nul le poly- 
nôme j ' . 

Revenons au sujet qui a donné lieu aux développements ci- 
dessus. On pourra demander s'il serait possible de les traduire 
dans le langage ordinaire de l'Analyse. Cela me parait très-pro- 
bable; mais peut-être serait-il difficile d'obtenir, par cette voie, 
un résultat aussi simple. Il semble que, pour y parvenir, il fau- 
drait rapprocher l'expression des imaginaires de la notation des 
lignes dirigées, en écrivant, par exemple. 



^a^-t-b* pourrait être appelé le module de a-^-b^—i^ et repré- 
senterait la grandeur absolue de la ligne a-x-b ^ — i, tandis que 
l'autre facteur, dont le module est l'unité, en représenterait la 
direction. On prouverait seulement i^ que le module de la somme 
de plusieurs quantités n'est pas plus grand que la somme des mo- 
dules de ces quantités, ce qui revient à dire que la ligne AF 
n'est pas plus grande que la somme des lignes AB, BC, . . . , EF; 
of* que le module du produit de plusieurs quantités est égal au 
produit des modules de ces quantités. Je dois laisser le soin de 
suivre ce rapprochement à des calculateurs plus habiles. Si l'on 
y réussit de manière à obtenir une démonstration purement ana- 
lytique, aussi simple que celle qui découle des nouveaux prin- 
cipes, on aura gagné quelque chose dans l'Analyse, en parvenant 
ainsi , par une route facile, à un résultat dont les difficultés n'ont 
pat été au-dessous des forces de Lagrange lui-même. Si , au con- 
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traire, on n'y réussit pas, la notation des lignes dirigées conser- 
▼era, dans ce cas-ci , un avantage évident sur la méthode ordi- 
naire; et, de toutes manières, la nouvelle théorie aura rendu un 
petit service à la science. 

Qu'il me soit permis, en terminant ces réflexions, de placer ici 
une remarque au sujet de la Note de M. Lacroix, insérée aux 
Annales (t. IV, p. 36;). Ce savant professeur dit que les Tram- 
actiom philosophiques de 1806 contiennent un Mémoire de 
M. Buée dont le sujet est le même que celui sur lequel M. Fran- 
çais et moi avons écrit. Or c'est dans cette même année 1806 
que j'ai fait paraître V Essai sur une manière de représenter les 
quantités imaginmres dans les constructions géométriques, opus- 
cule ou j'ai exposé les principes de la nouvelle théorie, et dont 
le Mémoire inséré dans le IV* volume des Annales (p. i33) n'est 
qu'un extrait; et l'on sait, d'autre part, que les volumes des 
collections académiques ne peuvent paraître que postérieurement 
à l'année dont ils portent la date. En voilà donc assez pour éta- 
blir que, si, comme cela est fort possible, M. Buée n'a dû qu'à 
ses propres méditations les idées qu'il a développées dans son 
Mémoire, il demeure toujours certain que je n'avais pu avoir 
connaissance de ce Mémoire lorsque mon opuscule a paru. 
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